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Uber Beweis, Wahrheit und
Gewissheit in der Mathematik

Romain Biichi

Es ist nicht leicht, sich dem Beweisen philosophisch zu nadhern, ohne sogleich in
schwierige Aporien zu geraten, sei es iiber Wahrheit in der Mathematik, die beson-
dere Gewissheit ihrer Sétze oder iiber den Beweisbegriff selbst. Wer aber verstehen
will, was die Mathematik auszeichnet, wird nicht umhinkommen, mathematisches
Beweisen ndher zu untersuchen. Denn in den mitunter erstaunlichen Hervorbrin-
gungen dieser Tatigkeit zeigt sich der eigentiimliche Charakter der Disziplin. Ma-
thematische Beweise verleihen den Aussagen, die sie beweisen, eine Gewissheit, die
ihresgleichen sucht und in anderen Disziplinen die nicht selten vergebliche Hoff-
nung nahrt, Vergleichbares miisse auch auf ihrem Gebiet moglich sein. Doch so
verlockend sich die damit verbundenen Verheissungen ausnehmen, iiber das We-
sen mathematischer Gewissheit herrscht mehr Verwirrung als Einigkeit.

Gewichtige Stimmen halten es tiberhaupt fiir verfehlt, die Satze der Mathematik
unter eine eigene Gattung der Erkenntnis zu stellen. Wie in allen Wissenschaften
seien die Prdmissen und Konklusionen mathematischer Forschung, so gesichert
und einleuchtend sie erscheinen mogen, im Prinzip revidierbar. Der Schein von
Unbezweifelbarkeit, der gewisse Séatze umgibt, sei weder ihrem Gegenstand noch
ihrer besonderen Begriindungsweise geschuldet, sondern letztlich ihrer zentralen
Stellung im derzeitigen Netz wissenschaftlicher Begriffe und Theorien.! Unter de-
nen, die dagegen an der prinzipiellen Sonderstellung der Mathematik und an der
besonderen Gewissheit ihrer Sitze festhalten wollen, herrscht indes tiefe Uneinig-
keit. Die einen glauben, dass die Mathematik von idealen Sachverhalten handelt,
die in einer abgetrennten Sphére ihr zeitloses, mithin unverdnderliches Fortbeste-
hen fristen. Von den anderen Wissenschaften wiirde sich die Mathematik primér

1Fiir klassische Formulierungen der hier angedeuteten Positionen, vgl. Lakatos (1976) sowie
Quine (1951) und Quine (1986).
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6 Romain Biichi

durch die Natur ihres Gegenstands unterscheiden, nicht durch die Art und Weise,
wie sie zu ihren Wahrheiten findet. Wie es dem menschlichen Verstand aber gelin-
gen soll, sich Zugang zu diesem Himmelreich zu verschaffen und Gewissheit tiber
seinen Aufbau zu erlangen, bleibt ein grosses Rétsel.? Von der Gegenseite wird
zudem moniert, dass die Entkoppelung des Wahrheitsbegriffs von den zur Verfii-
gung stehenden Mitteln der Wahrheitsfindung in die Irre fiihrt. Dadurch werde
man gezwungen, die Moglichkeit von Wahrheiten einzurdumen, fiir die unser be-
schrankter Intellekt ausserstande wire, je einen Beweis zu geben.? Die Losung
kann gleichwohl nicht darin bestehen, die Wahrheit einer Aussage am Vorliegen
eines Beweises festzumachen. Sonst miisste es ganz sinnlos erscheinen, unbewiese-
ne Aussagen mathematischen Inhalts fiir wahrscheinlich wahr zu halten. Vermu-
tungen aufzustellen, ist aber ein wesentlicher Bestandteil mathematischer Praxis
und aus ihr nicht wegzudenken. Der Blick in diese Praxis offenbart ausserdem,
dass Beweise nicht allein der Wahrheitsfindung dienen. Gerade wichtige Theore-
me werden immer wieder aufs Neue bewiesen, etwa mit anderen Mitteln oder auf
elegantere Weise. Offenbar erfiillt das Beweisen noch weitere epistemische Funk-
tionen, die fiir das Fortschreiten der mathematischen Wissenschaft mindestens
ebenso bedeutsam sind. Diese Einsicht vertragt sich allerdings nicht gut mit der
Doktrin, wonach sich das Wesen mathematischer Beweise in ihrer formalen Giil-
tigkeit erschopfe, da einem Beweis durch seine Formalisierung typischerweise jene
Eigenschaften genommen werden, die diese weitergehenden Funktionen erst mog-
lich machten. So kommt es, dass selbst tiber die Frage, was einen mathematischen
Beweis im Wesentlichen ausmacht, die Ansichten weit auseinandergehen.

Das gleich Folgende ist der Versuch, einen Uberblick zu gewinnen, ohne sich zu
weit in Probleme hineinziehen zu lassen, deren zufriedenstellende Behandlung hier
nicht zu leisten ist. Behandelt werden vier zusammenhingende Fragen, jede in
einem eigenen Abschnitt: 1. Was ist ein mathematischer Beweis? 2. Wie hingen
in der Mathematik Beweis und Wahrheit zusammen? 3. Wozu dienen Beweise in
der Mathematik? 4. Worin besteht die besondere Gewissheit mathematischer Satze?
Jeder Abschnitt beginnt mit einem kursiv gesetzten Absatz, der die gestellte Frage
in wenigen Worten beantwortet. Die gegebene Antwort wird darauthin in Riickgriff
auf ausgewihlte Stellen aus neueren und dlteren Quellen kommentiert.

Mit der praktischen Wende in der Philosophie der Mathematik ist die Literatur

2Fiir eine einflussreiche und noch immer lesenswerte Besprechung platonistischer Tendenzen
in der Mathematik, vgl. Bernays (1935); fiir einen aktuellen Uberblick iiber platonistische
Positionen in der Philosophie der Mathematik, vgl. Linnebo (2024).

3Siehe Anm. 40.

4Wer sich also einen raschen Uberblick iiber den Inhalt des Papiers verschaffen méchte oder eine
Zusammenfassung sucht, lese die zwei Seiten Einleitung und im Anschluss daran die kursiv
gesetzten Abséitze zu Beginn jedes Abschnitts.



Uber Beweis, Wahrheit und Gewissheit in der Mathematik 7

iiber die Praxis des Beweisens und ihre tatséchlichen Erzeugnisse, d.s. zumeist
nicht-formale Beweise, sprunghaft angewachsen.? Auf einen Teil dieser neueren
Arbeiten wird im Folgenden auch verwiesen. Dennoch sollte nicht ibersehen wer-
den, dass sich die Philosophie seit ihren Anfingen, und besonders zu Beginn des
20. Jahrhunderts, mit der mathematischen Beweispraxis befasst hat. Uber vieles,
was uns heute wieder rétselhaft und schwierig erscheint, wurde schon einmal scharf
nachgedacht. Es lohnt sich daher, auch bei dlteren Vertretern oder Kritikern klas-
sischer Positionen nachzulesen, was sie iiber das Beweisen, iiber Wahrheit und
Gewissheit in der Mathematik geschrieben haben. Wir werden uns vor allem bei
Frege, Wittgenstein und Dummett bedienen.

1 Was ist ein mathematischer Beweis?

Beweisen ist eine Tdtigkeit: ein von Regeln geleitetes Voranschreiten auf ein Ziel
hin. Das Ziel — die zu beweisende Aussage — kann erreicht oder verfehlt werden.
Gelingt es, den Beweisgang aus anerkannten Prdamissen ohne Regelbriiche oder
unerlaubte Springe ins Ziel zu bringen, liegt mit der bereinigten Aufzeichnung der
ausgefiithrten Gedankenbewegungen ein Beweis der Aussage vor. Der Beweis selbst
ist keine Bewegung, auch keine Auffihrung oder performance. Er ist, wie man
sagen konnte, das Bild eines gelungenen Beweisgangs.

Alan Robinson kritisiert zu Recht eine in der Logik verbreitete Sicht, die Beweise
nur als syntaktische Gegenstidnde zu betrachten vermag, als starre Zeichenfolgen,
in denen nichts vor sich geht, nichts geschieht. Diese Sichtweise blendet wesentliche
Aspekte des Beweisens aus und versperrt, wenn sie die einzige Sichtweise bleibt,
das Verstdndnis fir die unterschiedlichen Funktionen, die Beweise im Dienst der
Mathematik erfiillen:®

If we confine our attention to proofs in this sense it is as though we
only ever experience music in the form of the structured, silent, static
scores written down by the composers in the traditional music notation.
Studying these scores is of course important, but there is much more
to music than descriptive diagrams. There is the entirely different,
dynamic, active reality which is the living music. The musical score is
just an abstraction from, or a description of, or even an algorithm for
generating, the living music — one might almost say, it is a formalization
of the music. The music itself is what happens when it is performed,

5Fiir eine aktuelle Bestandesaufnahme, vgl. Kap. VIII in Sriraman (2024).
6Robinson (2000, S.281).
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either in the open and in public in the usual way, or in the private
mental performances which some people can conjure up in their musical
imaginations.

Beweise sind keine Ansammlungen bedeutungsloser Formen auf Papier, die gewis-
sen syntaktischen Bedingungen geniigen. Die Begriffe, die in ihnen vorkommen,
sind lebendig durch ihren Gebrauch in der Mathematik.” Wenn Robinson aber
den Beweis selbst — und nicht wie wir lediglich das Beweisen — als performan-
ce bestimmt, hat er die Abfolge mentaler Zustdnde im Sinn, die das individuelle
Nachvollziehen eines Beweistextes aus der mathematischen Fachliteratur begleitet:
gleichsam die innerlich aufgefiihrte Sinfonie. Der Beweis wire demnach primér et-
was Subjektives, das in der Fiille seiner partikuldren Auspragung privat bleiben
muss: ,, The real proof is the series of cognitive events called for in the script. |[...]
As the proof proceeds so do the stages of the evolution of the (subjective) mental
state of seeing that, and knowing why, the theorem is true“.® Um den besonde-
ren Charakter der mathematischen Gewissheit einzufangen, bedarf es aber (wie
sich im vierten Abschnitt deutlicher zeigen wird) eines Begriffs, der von allem
bloss subjektiv Zugénglichen befreit ist und die Mitteilbarkeit von Beweisen als
wesentliches Merkmal enthilt.? Insofern der mathematische Beweis seinem Wesen
nach mitteilbar, mithin versténdlich sein muss, ldsst er sich durchaus mit ande-
rem vergleichen, mit Geschichten etwa oder Musik.!? Die wahre Herausforderung
besteht jedoch darin, Beweise als Wesen sui generis zu begreifen. Thre Einteilung
unter eine iibergeordnete Gattung kann hilfreich sein, aber nur, wenn diese als

"Eine lohnenswerte Frage, der hier nicht nachgegangen werden kann, ist die nach méglichen
Anwendungen von Beweisen ausserhalb der Mathematik. Ein mathematischer Beweis kann
fiir eine nicht (rein) mathematische Theorie natiirlich insofern von Bedeutung sein, als er die
Wabhrheit eines Satzes zeigt, der in dieser Theorie Anwendung findet. Die Frage ist jedoch,
ob auch der Beweis selbst, d.i. der Beweiskorper oder ein Bestandteil daraus, ausserhalb
der Mathematik von Nutzen sein kann oder ob sich sein ganzes Leben quasi innerhalb der
Mauern dieser einen Wissenschaft abspielt. Zu untersuchen wére unter anderem, ob und, wenn
ja, wie sich Beweise bei der Entwicklung von Algorithmen in den Computerwissenschaften
als niitzlich erwiesen haben. Vgl. dazu weiterfithrend Rota (1997, S.189-192).

8Robinson (2000, S.281).

9Die Vorstellung eines privaten ,Beweises“ ist mit der Vorstellung eines privaten Plans ver-
gleichbar, wie sie Wittgenstein in den Philosophische Untersuchungen beschreibt: ,Ich sage
Einem, ich sei einen gewissen Weg gegangen, einem Plan gemdéss, den ich zuvor angefertigt
habe. Ich zeige ihm darauf diesen Plan, und er besteht aus Strichen auf einem Papier; aber ich
kann nicht erkldren, inwiefern diese Striche der Plan meiner Wanderung sind, dem Andern
keine Regel sagen, wie der Plan zu deuten ist. Wohl aber bin ich jener Zeichnung mit allen
charakteristischen Anzeichen des Kartenlesens nachgegangen. Ich kénnte so eine Zeichnung
einen ,privaten‘ Plan nennen“ § 653, S. 269.

10Nicht nur bei Robinson, auch an vielen Stellen in Wittgensteins Nachlass finden sich Vergleiche
zwischen Musik und Mathematik. In einer Notiz aus den Bemerkungen tber die Grundlagen
der Mathematik zum Beispiel weist er auf die ,genaue Entsprechung eines richtigen (iiber-
zeugenden) Ubergangs in der Musik und in der Mathematik® (I11.63, S.192) hin. Vgl. auch
1.171, S.100-101; II1.77, S.203; V1.2, S.304; VII.11, S.370; VII.24, S. 390; VII.40, S.407.
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minimale Anforderung das Moment der Mitteilbarkeit besitzt, da andernfalls das
Abgleiten in eine Art mathematischen Solipsismus droht. Aus diesem Grund eignet
sich der Gattungsbegriff der (mentalen) Konstruktion, von dem der Intuitionismus
Gebrauch macht, nur bedingt. Michael Dummett, der eine eigene Spielart des In-
tuitionismus vertritt, hat dies immer wieder hervorgehoben:!!

Intuitionists usually say that written proofs are only the imperfect re-
presentations of the corresponding mental constructions: but, unless
we are to acquiesce in a purely solipsistic interpretation of the whole
conception, they must be communicable, and, if communicable, to be
communicated by means of language; there is therefore no justification
for holding that their linguistic representations may, in certain cases,
necessarily be imperfect. The important point is not that the mental
construction is, as it were, in a different medium from the written proof,
but, rather, that the written proof is a proof in the required sense only
in virtue of its being couched in an interpreted language: the features
which make it genuinely a proof of its conclusion, and effectively re-
cognizable as such, are neither identifiable with nor isomorphic to any
of its purely formal characteristics as a complex structure of written
signs, but belong to it solely in virtue of the meanings of those signs.

Indem wir hier einen breit gefassten Bildbegriff dem der Konstruktion vorziehen
und Beweise als Bilder zu verstehen versuchen, orientieren wir uns allerdings nicht
an Dummett, sondern an Wittgenstein, der in einer seiner Bemerkungen tber die
Grundlagen der Mathematik festhilt:12

Der Beweis (das Beweisbild) zeigt uns das Resultat eines Vorgangs (der
Konstruktion); und wir sind iiberzeugt, dass ein so geregeltes Vorgehen
immer zu diesem Bild fiihrt.

Wittgenstein weist in dieser und &dhnlichen Bemerkungen zunéchst darauf hin,
dass ein Bild im gewohnlichen Sinn des Worts, oder eine Reihe von solchen Bil-
dern, auf uns wie ein Beweis wirken kann. Zur Veranschaulichung fiihrt er Zeich-
nungen und einprigsame Figuren an, wie sie auch in didaktisch ausgerichteten
Mathematikbiichern zu finden sind. Doch das ist nicht der Punkt. Kaum jemand

HDummett (2000, S.270). Vgl. auch Dummett (1973, S. 226).

2Wittgenstein, Bemerkungen tiber die Grundlagen der Mathematik, T11.22, S. 159. Weitere Stel-
len, an denen Beweise als Bilder verstanden oder mit Bildern verglichen werden, sind 1.25-41,
S.46-55; 1.121-125, S. 84-86; 1.138-141, S.91-92; 11.8-14, S. 127-129; 11.42-46, S. 137-138; IL.55-
62, S.140-142; I11.1-2, S.143; IIL.9-11, S. 149-151; I11.21-25, S. 158-162; I11.39-41, S. 170-172;
1V.11-12, S.229-230; IV.17-21, S.233-235; IV.31-33, S.239-242; IV .49, S.249-250; V.10-11,
S.268-269; V.45, S.297-298; V.51, S.301; VI.2-5, S.303-307; VIL.9-10, S. 365-368; VII.70-72,
S. 432-435.



10 Romain Biichi

wiirde bestreiten wollen, dass es geometrische Beweise gibt, oder dass bildliche
Darstellungen helfen konnen, mathematische Aussagen zu verstehen und sich von
ihrer Wahrheit zu tiberzeugen. Dass aber am Ausmass dieser Moglichkeit ein we-
sentlicher Aspekt mathematischer Beweise sichtbar wird, wodurch sie sich von
anderen Begriindungsweisen unterscheiden, dem Grad nach insbesondere von for-
malsprachlichen Ableitungen, wird oft iibersehen, und am héufigsten von denen,
die mit Grundlegungsabsichten auf die Mathematik blicken. Diese Feststellungen
sind mit Dummetts Mitteilbarkeitsforderung nicht unvertréglich, da der Gebrauch
von bildlichen Darstellungen zu Beweiszwecken immer in eine umfassende Spra-
che eingebettet sein muss. Unsere Begriffswahl hat also neben der Abwendung
der solipsistischen Gefahr den weiteren Vorteil, dass sich einfacher erkléren lasst,
wie neben Texten auch Bilder und Diagramme einen wesentlichen Beitrag an die
Beweiskraft von Beweisen leisten kénnen.'?

Wittgensteins Kritik reicht indes tiefer. IThr zufolge verhélt es sich nicht nur so,
dass Bilder mitunter als Beweise dienen kénnen, sondern jeder Beweis, selbst der
am wenigsten anschauliche, ist — insofern er die Kraft besitzt, etwas zu beweisen
und uns zu {iberzeugen — gewissermassen ein Bild:'4

Der Beweis muss ein anschaulicher Vorgang sein.'® [...] Ich mochte
sagen, dass, wo die Ubersehbarkeit nicht vorhanden ist, [...] der Beweis
zerstort ist. Und nicht in einer dummen und unwichtigen Weise, die
mit dem Wesen des Beweises nichts zu tun hat. [...] Das heisst: Der
logische Beweis, etwa von der Russellschen Art, ist beweiskréftig nur
so lange, als er auch geometrische Uberzeugungskraft besitzt. [...] Wir
neigen zu dem Glauben, dass der logische Beweis eine eigene, absolute
Beweiskraft hat, welche von der unbedingten Sicherheit der logischen
Grund- und Schlussgesetze herriihrt. Wahrend doch die so bewiesenen
Séatze nicht sicherer sein konnen, als es die Richtigkeit der Anwendung
jener Schlussgesetze ist. Die logische Gewissheit der Beweise — will ich
sagen — reicht nicht weiter, als ihre geometrische Gewissheit.

Mathematisch zu iiberzeugen und Gewissheit zu verschaffen, vermag ein Beweis
demnach nur kraft bestimmter Eigenschaften, die ihn als eine Art Bild auswei-
sen. Jeder Beweis — sei er nun besonders anschaulich und mit Figuren dargestellt

I3Fiir eine systematische Untersuchung der bildlichen Aspekte symbolischer Notationen sowie der
moglichen Rolle von Diagrammen und anderen Darstellungen in mathematischen Beweisen,
vgl. Giaquinto (2007). Zwei Fallstudien bieten De Toffoli und Giardino (2014) und De Toffoli
(2017). Weitere Beitriage sind in Giardino etal. (2022) enthalten.

14Wittgenstein, Bemerkungen tber die Grundlagen der Mathematik, 111.42-43, S.173-175.

5 Wir lesen hier mit der vorhin zitierten Bemerkung (II1.22, S.159): Der Beweis muss die an-
schauliche Darstellung eines Vorgangs sein.
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oder rein sprachlich und ohne spezielle Notation — besitzt diese Eigenschaften,
die Wittgenstein hier als geometrische bezeichnet. Dazu gehort insbesondere die
Ubersehbarkeit, mithin, dass sich beim Erfassen des Beweisbilds die Einsicht auf-
zwingt, es miisse sich so verhalten, wie dargestellt.'®
hingegen (d.s. logische Ableitungen in der Notation der Principia Mathematica)
Hhiillen die wichtigen Formen des Beweises gleichsam bis zur Unkenntlichkeit ein,

wie wenn eine menschliche Gestalt in viele Tiicher gewickelt ist“.'” So betrach-

,Die Russellschen Zeichen®

tet nehmen sich die Grundlegungsbemiihungen des Logizismus geradezu verkehrt
aus. Denn die Beweise, denen man in der mathematischen Praxis begegnet, stehen
den liickenlosen und durchformalisierten Ableitungen der Logik hinsichtlich ihrer
Beweiskraft in keiner Weise nach — im Gegenteil, mangelt es jenen in der Regel
doch an Ubersichtlichkeit (worauf wir weiter unten sowie im dritten Abschnitt
zuriickkommen werden).

Mit dem Aufkommen computergestiitzter Beweise hat sich inzwischen ein neues
Formalisierungsstreben eingestellt, das von Vorstellungen begleitet wird, gegen die
Wittgensteins Kritik ein heilsames Gegenmittel bietet, wenn man sich auf sie ein-
lasst. Obwohl das axiomatische Denken und die verschiedenen Bemiihungen um
eine Grundlegung der Mathematik im letzten Jahrhundert die Art und Weise,
wie die Disziplin praktiziert wird, beeinflusst haben, trennt nach wie vor ein wei-
ter Graben die meisten Forschungsgebiete vom vermeintlichen Ideal formalisierter
Beweisfiihrung. Um diesen Graben wenigstens philosophisch zu iiberbriicken, wird
mitunter vorgeschlagen, den lebendig aus der Praxis genommenen Beweis als eine
grobe Skizze aufzufassen, die eine ihm entsprechende, jedoch vollsténdige formale
Ableitung andeutet.'® Dies erméglicht es, in Anlehnung an die Definitionen for-
maler Giiltigkeit aus der Logik einen Begriff zu definieren, mit dem sich scheinbar
auch in mathematischen Kontexten scharf entscheiden lasst, was als ein strenger
Beweis gilt, was nicht, und ebenso wann derselbe, wann zwei verschiedene Beweise
vorliegen. Um festzustellen, ob zum Beispiel in verschiedenen Algebra-Lehrbiichern
Varianten ein und desselben Beweises abgedruckt sind, miisste demnach durch For-
malisieren gepriift werden, ob sie dieselbe Ableitung andeuten oder nicht. Doch
angesichts der vielfachen Umformungen und Anpassungen, die das Formalisieren
mathematischer Sétze und ihrer Beweise bekanntlich erfordert, erscheint die An-
nahme, dass diese Beziehung des Andeutens rechtseindeutig ausfallen miisse, tiber-

16Vgl. Wittgenstein, Bemerkungen tiber die Grundlagen der Mathematik, 111.39, S. 170.

1"Wittgenstein, Bemerkungen tber die Grundlagen der Mathematik, 111.25, S. 162

18Tatséchlich finden sich in der gegenwértigen Literatur verschiedene Varianten dieses Stand-
punkts, die in Tanswell (2015, S.296) unter der Bezeichnung ,derivationist approach versam-
melt werden. Eine einflussreiche Formulierung bietet Azzouni (2004), wobei hier die Auffas-
sung nicht-formaler Beweise als Skizzen abgelehnt wird, vgl. S.87-89. Avigad (2021, S. 7381)
und Hamami (2022, S.410) hingegen scheinen diese Auffassung zu akzeptieren.
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aus zweifelhaft.'® Auch will es nicht zur Heterogenitéit der Zahlweisen und Iden-
titatskriterien passen, die zur Anwendung kommen, wenn iiber mathematische
Beweise gesprochen wird, etwa wenn es in einem mathematischen Lehrbuch oder
einer historischen Darstellung der Zahlentheorie heisst, Landaus Beweis von Bert-
rands Vermutung sei im Wesentlichen identisch mit Tschebyschows urspriinglichem
Beweis, wohingegen die Beweise des Primzahlsatzes von Erdés und Selberg trotz
aller Ubereinstimmung als zwei verschiedene gezihlt werden. Der hier bevorzugte
Bildbegriff ldsst denn auch weitgehend offen, wie stark von den Einzelheiten des
schriftlichen oder diagrammatischen Beweisens jeweils abstrahiert werden muss,
um das Beweisbild zu fassen.?"

Auf breitere Zustimmung als der Vorschlag des eindeutigen Andeutens stosst denn
auch eine vorsichtigere Annahme, die zwar nicht mehr ohne Weiteres fiir Indivi-
duierungszwecke verwendet werden kann, aber dennoch eine Art Kriterium, oder
wenigstens eine notwendige und hinreichende Bedingung, fiir die Korrektheit und
Strenge mathematischer Beweise liefern soll. Nach dieser ,standard view® ist ein
nicht-formaler Beweisversuch genau dann ein Beweis, mithin streng korrekt, wenn
er in (mindestens) eine formal giiltige Ableitung iibersetzt werden kann.?! Die Kor-
rektheit mathematischer Beweise wére demnach durch eine rein formale Giiltigkeit
verbiirgt, die in Bezug auf ein gegebenes System von Grund- und Schlussgesetzen
definiert ist. Dass hier jedoch ein Kriterium vorliegt, welches nicht bloss eine ex-
terne Eigenschaft mathematischer Beweise einfangt, sondern Aufschluss tiber ihr
Wesen gibt, ist zweifelhaft.??

Einen ersten kritischen Hinweis gibt uns Dummett, wenn er im zweiten Teil der
oben zitierten Passage bemerkt, dass der mathematische Beweis in der Regel nicht,
oder zumindest nicht allein, aufgrund seiner formalen Beschaffenheit als solcher
erkannt werden kann, sondern ein Verstédndnis der Bedeutung der in ihm vorkom-
menden Zeichen bedingt. Dieses Verstdndnis, meint Dummett weiter, setze die
volle Beherrschung der Sprache voraus, worin der Beweis ausgedriickt ist: ,,We
therefore have no reason to expect that any proof of some given statement will

19Fiir eine kritische Diskussion der Behauptung, wonach Beweise Ableitungen eindeutig anzei-
gen, vgl. Tanswell (2015, S.301-307). Auch in Leitgeb (2009) wird darauf hingewiesen, wie
kompliziert sich das Verhéltnis zwischen formaler und nicht-formaler Beweisbarkeit gestal-
tet; dass iiberhaupt eine Beziehung besteht, die fiir eine begriffliche Klarung nicht-formaler
Beweisbarkeit von Interesse sein kénnte, miisse sich erst zeigen.

20Fiir eine kompakte Besprechung unterschiedlicher Identitatskriterien fiir Beweise, vgl. Dawson
(2006, S.272-275).

21Verschiedentlich formuliert und verteidigt wird diese Standardauffassung u. a. in Avigad (2021),
Hamami (2022) und Tatton-Brown (2023).

22Einige der Einwéande, die im Folgenden angefiihrt werden, wurden schon in Rav (2007), in
Leitgeb (2009) und in Antonutti Marfori (2010) vorgebracht. Repliken darauf finden sich in
Hamami (2022, S.435-441).
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be recognizable as such by any means that falls short of demanding a full under-
standing of the language in which the proof is expressed“.?? Anders verhilt es
sich bei formalen Ableitungen, da in entscheidbaren Kalkiilen ein rein mechani-
sches Verfahren existiert, mit dem sich entscheiden lésst, ob eine gegebene Formel
tautologisch ist oder nicht. Und selbst in halb-entscheidbaren Kalkiilen wie der
Pradikatenlogik erster Stufe stehen noch Verfahren zur Erkennung von Tautolo-
gien und Kontradiktionen zur Verfiigung. Fiir die Priifung eines nicht-formalen
Arguments konnen jene Algorithmen freilich erst dann angewendet werden, wenn
dieses in ein formales iibertragen wurde. Da die Ubersetzungsleistung wiederum
ein ,volles Verstandnis® der Sprache voraussetzt, in der das nicht-formale Argu-
ment verfasst ist, bleibt Dummetts Einwand bestehen: Es gibt keinen Grund zur
Annahme, wonach mathematische Beweise als solche erkannt werden konnen, oh-
ne dass die Bedeutungen der in ihnen vorkommenden Zeichen verstanden werden
miissten.?*

Wer nun aber die mathematischen Begriffe versteht, die in einem Beweis vorkom-
men, ebenso die angefithrten Préamissen und die Konklusion, und ausserdem die
logische Struktur des Arguments iibersieht, verfligt bereits iiber alles Notige, um
den Beweis selbst zu erfassen, mithin sich von ihm iiberzeugen zu lassen und als
wahr anzuerkennen, was er beweist. Dafiir braucht es keinen Umweg iiber die
Giiltigkeit einer formalen Ableitung, im Gegenteil, das wéire dem Verstdndnis zu-
néchst hinderlich. Euklids uralter Beweis, dass keine endliche Menge natiirlicher
Zahlen alle Primzahlen enthalten kann, es also endlos viele davon geben muss,
verfiigt bereits iiber alle Eigenschaften, die einen strengen Beweis ausmachen und
seiner Konklusion die nicht weiter steigerbare Gewissheit eines mathematischen
Theorems verleihen. Dass es gewiss Wege gibt, ihn in ein formales System zu
iibertragen, und dass sich das Ergebnis dieser Ubertragung als giiltige Ableitung
in diesem System erweisen wiirde, tut nichts zur Sache. Der urspriingliche Beweis
sorgt schon fiir sich selbst. Das Kriterium fiir sein Beweissein an die Existenz einer
Eigenschaft zu binden, die ihn nur am Rande beriihrt, ist nicht dazu geeignet,
ihn als Wesen sui generis zu begreifen. Es ist so, wie wenn man die hinreichende
Steifigkeit einer Holzbriicke nicht an Eigenschaften, die an ihr selbst vorkommen,
festmachte, sondern an denen einer ihr nachgebildeten Betonbriicke.

Dass sich zwischen mathematischen Theorien und logischen Formalismen ein Zu-

23Dummett (2000, S. 270).

247Zwar mag es sein, dass die Ubersetzung nicht-formaler Beweise in formale Ableitungen rou-
tinemassig, d.h. durch die Anwendung entsprechender Algorithmen, erfolgen kann, wie in
Hamami (2022, S.428-433) ausfiihrlich dargelegt wird. Doch sowohl die Entwicklung wie
die fallgerechte Anwendung solcher Ubersetzungsalgorithmen setzen wiederum das volle Ver-
standnis der Ausgangssprache und damit Kenntnis der Bedeutung der darin vorkommenden
Begriffe voraus.
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sammenhang herstellen ldsst, der es wert ist, untersucht zu werden, und der auch
etwas liber die Mathematik anzeigt, soll hier keinesfalls bestritten werden. Gleich-
wohl zielt das Kriterium, das die Standardauffassung liefert, an dem, was mathe-
matische Beweise ihrem Wesen nach ausmacht, vorbei. Diesem Befund entspricht
auch die Wirklichkeit der Praxis. Bis jetzt ist es den Mathematik Praktizieren-
den jedenfalls noch gut gelungen, sich der Korrektheit eines Beweisversuchs zu
iiberzeugen, ohne Formalisierungen und Beweisassistenten zu Hilfe zu nehmen.2®
Nun ist nicht ausgeschlossen, dass neue Normen in der Zukunft die Praxis ver-
schieben, sodass jenes Beweisideal, das sich an formalen Ableitungen orientiert
und angeblich bereits heute den Standard?® setzt, in eine Anforderung verwan-
delt wiirde. Ohne gezielte Gegenmassnahmen hétte eine solche Verschiebung indes
den Verlust anderer epistemischer Ideale zur Folge, die fiir das Beweisen min-
destens ebenso wichtig sind. Formale Ableitungen sind generell uniibersichtlicher
und weniger leicht verstédndlich als ihre nicht-formalen Verwandten. Da jede noch
so triviale Annahme, jede noch so gingige Definition als separater Schritt in die
Beweisfiihrung aufgenommen werden muss und nur die vorgegebenen Schlussre-
geln zur Anwendung kommen diirfen, konnen formale Ableitungen von Satzen, fiir
die sich in Lehrbichern kurze und préagnante Beweise finden, zehntausende Zeilen
oder mehr umfassen.?” Besonders wenn Menschen bei der Uberpriifung solcher
Ableitungen im Spiel sind, ist die Fehleranfilligkeit deutlich erhoht, was wiederum
die Gewissheit der erreichten Konklusion infrage stellt. Doch nicht nur deshalb
tangiert das Fehlen von Ubersichtlichkeit die Gewissheit des Satzes, dessen Wahr-
heit es zu beweisen gilt. Es wird dadurch auch die begriindende oder erklarende
Funktion, die gute Beweise auszeichnet, zerstort (worauf wir im dritten Abschnitt
zuriickkommen werden). Denn woriiber man sich keine Ubersicht zu verschaffen
vermag, wird man kein Verstdndnis und damit auch keine Gewissheit erlangen.

Beweise, wie sie in der mathematischen Praxis vorzufinden sind, enthalten denn
auch nur in Ausnahmefillen schrittweise Ableitungen nach gegebenen Schlussre-
geln aus einer eindeutig festgelegten Menge von Axiomen. Die meisten Schliisse,
die darin zur Anwendung kommen, sind aus formallogischer Sicht mangelhaft,

25Dass die Standardauffassung es weitgehend versaumt, zu erkliren, wie die strenge Korrektheit
von Beweisen in der Praxis beurteilt wird und die fiir gewohnlich hohe Ubereinstimmung der
Urteile zustande kommt, wird in Hamami (2022, S. 445) eingerdumt.

26Vgl. Avigad (2021, S. 7378) und Hamami (2022, S. 410). Wenn ein solches Beweisideal am Werk
ist, dann betrifft es die zu erreichende Gewissheit, nicht priméar die Art des Beweises. Formale
Ableitungen erscheinen einigen deshalb als ideale Beweise, weil davon ausgegangen wird, dass
sie eine absolute Beweiskraft besitzen und damit die héchsten Gewissheitsanspriiche erfiillen.

277Zum Beispiel umfasst der erste mit einem Beweisassistenten iiberpriifte formale Beweis des
Primzahlsatzes rund 30’000 Zeilen (oder 673 Seiten Skript). Atle Selberg dagegen reichten
fiir seinen Beweis, nach dem sich die formale Ableitung richtet, weniger als 10 A4-Seiten.
Fir die beiden Beweise, vgl. Avigad, Donnelly etal. (2007, S.8) und Selberg (1949). Zur
Diskrepanz von Umfang und Aufwand, vgl. Avigad und Harrison (2014, S.75).
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da entweder enthymemisch, nur material giiltig oder beides zugleich. Nach dem
Kriterium aber, das die Korrektheit von Beweisen an formale Giiltigkeit kniipft,
diirften Enthymeme und nur material giiltige Schliisse — da die Giltigkeit der
letzteren auch an der Bedeutung der darin vorkommenden Zeichen héngt — nicht
in mathematischen Beweisen vorkommen, es sei denn, sie lassen sich im Rahmen
eines anerkannten Axiomen- und Logiksystems zu formal giiltigen Schliissen ver-
vollstdndigen. Dass dies immer moglich sein soll, ohne dass auf fragwiirdige Axiome
zuriickgegriffen werden muss oder sich ad hoc Anpassungen am System aufzwin-
gen, ist eine weitreichende Behauptung, die eine entsprechend robuste Begriindung
erfordert.?®

Insbesondere miisste geklart werden, welches System beim Beweisen in der Mathe-
matik tatsachlich zur Anwendung bzw. dieser Anwendung am néchsten kommt.
Bekanntlich herrscht in dieser Frage wenig Einigkeit, wie die Vielzahl ungleichwer-
tiger Vorschlédge, die seit dem ausgehenden 19. Jahrhundert vorgebracht wurden,
bezeugt: Liefert die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre mit Auswahlaxiom die geeig-
netste Grundlage, wie nicht wenige glauben, oder miisste Russells Typentheorie
(bzw. die durch Ramsey vereinfachte Version derselben) wenigstens in Betracht
gezogen werden? Braucht es iiberhaupt eine Pradikatenlogik zweiter Stufe oder
muss, wie Quine meinte, die erste Stufe ausreichen??® Haben nur die intuitionis-
tischen Gesetze Geltung oder die Gesamtheit der klassischen? Braucht es para-
konsistente Logiken, um die Antinomien in den Griff zu bekommen, oder kann an
ex falso quodlibet festgehalten werden? Steht womdglich ein Kalkil des natiirli-
chen Schliessens dem mathematischen Denken am néchsten oder trotz allem ein
axiomatischer? Usw. usf.

Als zu Beginn dieses Abschnitts das Beweisen als regelgeleitetes Voranschreiten
charakterisiert wurde, sollte dies nicht implizieren, dass die Ubersetzbarkeit in
eine formal giiltige Ableitung eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen ei-
nes mathematischen Beweises darstellt. Beabsichtigt war lediglich eine schwéchere
Forderung: dass Beweisversuche nur dann gelingen kénnen, mithin korrekt sind,
wenn sie nicht gegen anerkannte Regeln verstossen. Beim Beweisen miissen al-
lerdings nicht nur logische Gesetze befolgt werden, sondern auch solche, die sich
aus einer etablierten Technik ergeben, Rechenregeln zum Beispiel. Offenbar aber

28Fiir einen solchen Begriindungsversuch, vgl. Hamami (2022, S.433-434).

29Einem Beweis aus der zahlentheoretischen Praxis zum Beispiel, der von der vollstandigen
Induktion Gebrauch macht, ldsst sich schlicht nicht entnehmen, ob er erststufig mit Hilfe
des Induktionsschemas oder doch als Instanz des zweitstufigen Induktionsaxioms formalisiert
werden soll, wie in Leitgeb (2009, S.269) zu Recht bemerkt wird. Die logische Ordnung
des formalen Systems, in das hinein formalisiert wird, sei durch das zu rekonstruierende
Mathematikfragment unterbestimmt. Vgl. dazu das pragmatische Ausweichmanéver in Avigad
(2021, S.7378).
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bleibt die Menge dieser Regeln weder iiber die Zeit noch iiber Gebietsgrenzen
hinaus unverédndert. Wéhrend die Entwicklung neuer Methoden das Regelreper-
toire erweitert, konnen tradierte Techniken an Bedeutung verlieren, bis sie ganz
aus dem Werkzeugkasten verschwunden sind; und auch zwischen den Gebieten, ja
sogar zwischen verschiedenen Theorien aus demselben oder verwandten Gebieten
lassen sich erhebliche Unterschiede ausmachen.?® Die Menge der Regeln, die beim
Beweisen angewandt werden diirfen oder beachtet werden miissen, ein fiir allemal
und fiir die Mathematik insgesamt festsetzen zu wollen, wére ein von Grund auf
fehlgeleitetes Unterfangen. Vielmehr trifft zu, was Wittgenstein in einer anderen
Bemerkung auf den Punkt bringt:3!

Das ist wahr daran, dass Mathematik Logik ist: sie bewegt sich in den
Regeln unserer Sprache. Und das gibt ihr ihre besondere Festigkeit,
ihre abgesonderte und unangreifbare Stellung. [...] Aber wie —, dreht
sie sich in diesen Regeln hin und her? — Sie schafft immer neue und
neue Regeln: baut immer neue Strassen des Verkehrs; indem sie das
Netz der alten weiterbaut.

2 Wie hdngen in der Mathematik Beweis und
Wahrheit zusammen?

Der mathematische Beweis zeigt, dass die Aussage, die er beweist, wahr sein muss.
Jeder Versuch, eine Falschheit zu beweisen, ist daher zum Scheitern verurteilt. Be-
wetsen lassen sich allein Wahrheiten. Fiihrt der Beweisgang in eine offensichtliche
Falschheit, insbesondere in eine Aussage der Form o A —p, liegt damit kein Beweis
fir diese Aussage vor, sondern fir die Negation der Annahme, von der das Be-
weisen ausging. Auch mit einer reductio ad absurdum kann nur Wahres bewiesen
werden, wenn es gleich auf indirektem Weg geschieht. Bewiesene Aussagen kénnen
also unmoglich falsch sein. Hingegen ist es moglich zu beweisen, dass eine Aus-
sage falsch ist, unter anderem tber einen indirekten Beweis ihrer Negation. Die
Aussage selbst ist dann nicht bewiesen, sondern widerlegt.

Dass ein bewiesener Satz nicht falsch sein kann, mag auf den ersten Blick als
Begriffswahrheit der langweiligeren Art erscheinen. Dennoch fragt sich, welche be-
grifflichen Faden sie zusammenhalten und ob vielleicht nicht doch ein Beweisbegriff

30Fiir Beispiele topik-spezifischer Schritte in Beweisen, vgl. Rav (1999, S.21-27). Fiir weiterfiih-
rende Betrachtungen tiber die Spannung zwischen Zwang und Freiheit, die das mathematische
Beweisen beherrscht, vgl. Nickel (2010) und Nickel (2019).

31Wittgenstein, Bemerkungen tber die Grundlagen der Mathematik, 1.165-166, S. 99.
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denkbar wére, durch den nicht ausgeschlossen wird, dass es fiir gewisse Falschhei-
ten Beweise gibt.

Einen Weg zeichnet der Dialetheismus, demnach es wahre Aussagen gibt, deren
Negation ebenfalls wahr ist.?2 Unter der Annahme, dass eine Aussage genau dann
falsch ist, wenn ihre Negation wahr ist, wére eine solche dialetheische Aussage so-
wohl wahr als auch falsch. Die Negation einer dialetheischen Aussage wére ebenfalls
sowohl wahr als auch falsch, wenn wie in der klassischen Aussagenlogik doppelte
Negationen verschwinden. Fiir die intuitionistische Aussagenlogik gilt dies nicht,
da dort das Schema ——¢ — ¢ nicht tautologisch ist.??

Nehmen wir also an, v sei ein bewiesener Satz aus irgendeinem mathematischen
Teilgebiet, mithin wahr nach unseren Bestimmungen. Nehmen wir ausserdem an,
was der Dialetheismus erlaubt: dass —1) ebenfalls wahr ist. Dann liegt (unter der
Annahme, dass die Falschheit eines Satzes mit der Wahrheit seiner Negation zu-
sammenf&llt) ein Beweis fiir einen Satz vor, der auch falsch ist. Wenn seine Nega-
tion, die ja wahr ist, nun ebenfalls bewiesen ist, dann liegt sogar ein Beweis fiir die
Kontradiktion ¥ A —% vor. Um zu verhindern, dass sich daraus die Beweisbarkeit
aller moglichen Behauptungen ergibt, kann der Beweisbegriff an eine parakonsis-
tente Logik gekniipft werden, sodass die Schlussweise des ez falso quodlibet nicht
gilt. Und tatséchlich scheint dies ein gangbarer Weg, auf dem ein sinnvoller Beweis-
begriff gebildet werden kann, nach dem es nicht ausgeschlossen ist, Falschheiten

zu beweisen.3*

32Piir eine neuere Sammlung philosophischer Beitrige zum Dialetheismus, vgl. Priest, Beall et al.
(2004).

33Nach den Gesetzen der klassischen Aussagenlogik gilt fiir beliebige Theorien ®, dass eine
Formel ¢ genau dann in ® beweisbar ist (® - ¢), wenn auch ——¢ in ® beweisbar ist (®
——). Nach den Gesetzen der intuitionistischen Logik dagegen gilt dieser Zusammenhang
in die eine Richtung — wenn ® |- ¢, dann ® - ——¢ —, umgekehrt jedoch nicht. Unter der
BHK-Interpretation (,BHK* steht fiir Brouwer, Heyting, Kolmogorow) des intuitionistischen
Systems wird dieser Unterschied wie folgt verstdndlich. Ich folge hier der Darstellung in
Dalen (2004, S.154-155): Angenommen, es gelte ¢, d.h. es liege ein Beweis a fiir ¢ vor.
Nehmen wir ausserdem hypothetisch an, dass ein Beweis b fiir —¢ vorliege. Dann kénnen wir
a und b so zusammensetzen, dass sich aus ihrer Zusammensetzung ein Widerspruch (namlich
© A =) ergibt. Mit Hilfe von a lisst sich also jeder Beweisversuch von —¢ in den ,Beweis*
eines Widerspruchs, in eine reductio ad absurdum verwandeln. Das heisst aber (geméss BHK-
Interpretation) nichts anderes, als dass die Negation von —¢ gilt, mithin ein Beweis fiir ——¢
vorliegt. Gehen wir umgekehrt von der Annahme aus, dass ein Beweis ¢ fiir ——¢ vorliegt,
gelangen wir nicht zur Folgerung, dass auch ein Beweis fiir ¢ vorliegt. Denn: Uber den Beweis
¢ wissen wir (geméss BHK-Interpretation), dass sich mit ihm jeder Beweisversuch von —¢ in
einen Widerspruch fithren lasst. Wir wissen also, dass es keinen Beweis fiir —¢ geben kann.
Da ein Beweis fiir —¢ eine Konstruktion wére, die einen Beweis flir ¢ in einen Widerspruch
fihrte, konnen wir aus dem Vorliegen eines Beweises fir ——¢ lediglich folgern, dass es keine
Konstruktion geben kann, die einen Beweis fiir ¢ in einen Widerspruch fithrt. Damit aber
liegt uns noch kein Beweis fiur ¢ vor. Kurzum: Wenn ein Beweis fiir ¢ vorliegt, dann auch
einer fiir ——¢; wenn einer fiir ——¢, dann nicht zwingend auch fiir ¢.

34Ein Standardwerk iiber parakonsistente Logik ist Priest, Routley etal. (1989), eines iiber in-
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Obwohl die Beweisbarkeit falscher Sétze zugestanden wird, kann in dem eben skiz-
zierten Fall die Wahrheit eines Satzes notwendige Bedingung seines Bewiesenseins
bleiben. Denn selbst von der Kontradiktion ¢ A — wiirde man am ehesten an-
nehmen, dass ihr sowohl Wahrheit als auch Falschheit zukommt, da v dialetheisch
ist.3® Anders stellt sich die Sachlage dar, wenn die Méglichkeit einer Aussage x zu-
gestanden wird, fiir die zwar ein Beweis vorliegt, die aber nicht wahr, sondern nur
falsch ist (oder weder wahr noch falsch). In diesem zweiten Fall 14sst sich die Ver-
kniupfung von Wahrheit und Beweisbarkeit nicht aufrecht erhalten. Dass ein Satz
wahr ist, wire nicht mehr zuverldssig am Vorliegen eines Beweises erkennbar.

Durch unsere Bestimmungen, wonach nur Wahrheiten und keine Falschheiten be-
wiesen werden kénnen, sind freilich beide Félle ausgeschlossen, d.h. wir werden
sie in dem, was folgt, nicht berticksichtigen. Im ersten Fall, der die Beweisbarkeit
dialetheischer Aussagen vorsieht, geschieht dies lediglich der Einfachheit halber.
Der zweite Fall dagegen wird deshalb ausgeschlossen, weil in ihm der enge begriff-
liche Zusammenhang zwischen mathematischer Wahrheit und Beweis aufgehoben
ist. Wie das Beweisen da noch dem Sicherstellen dienen kénnte, ist nicht zu sehen.
Vielmehr fragt sich, ob in diesem Fall iberhaupt festzustellen wére, dass ein Satz
wahr, eine Aussage falsch ist.

Als es zu Beginn dieses Abschnitts hiess, der Beweis zeige, dass der Satz, den
er beweist, wahr sein muss, blieb offen, worin die Wahrheit des mathematischen
Satzes besteht. Dies geschah nicht nur deshalb, weil man sich beim Versuch, diese
Aporie zu beantworten, besonders leicht in Widerspriiche verstrickt, sondern auch
und vor allem, weil sich viele durch sie sogleich dazu veranlasst sehen, Annahmen
iiber die Existenz und das Wesen mathematischer Gegensténde zu treffen. Die fol-
genden Betrachtungen bleiben jedoch auf das Beweisen ausgerichtet, ohne einen
bestimmten metaphysischen Standpunkt einzunehmen oder a priori auszuschlies-
sen.

Wer eine realistische Auffassung — einen mathematischen Platonismus — vertritt,
wére geneigt, die sicherstellende Funktion des Beweisens dahingehend zu beschrei-
ben, dass an dem zu beweisenden Satz eine Eigenschaft nachgewiesen wird, die
dieser losgel6st von jedem Beweis und allen Bedingungen der Moglichkeit mensch-
licher Erkenntnis ein fiir allemal besitzt: allein aufgrund seiner Ubereinstimmung
mit einer idealen Wirklichkeit mathematischer Gegenstdnde und Strukturen, die
uns in Teilen, aber womoglich nicht vollstédndig zugénglich ist. Das entspricht zwar

konsistente Mathematik Mortensen (1995). Fiir eine Diskussion des Gebrauchs parakonsis-
tenter Logiken im Umgang mit Antinomien, insbesondere mit der Antinomie des Liigners,
vgl. Brendel (1992, Kap. 11).

35Vgl. indes Sainsbury (2004).
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nicht der Beschreibung, die weiter unten (im vierten Abschnitt) von der sicherstel-
lenden Funktion des Beweisens gegeben wird, wére aber mit ihr nicht unvertréglich.
Und wenn wir fiur den Moment von der schwierigen Frage der Wahrheit von Axio-
men absehen (auf die wir im néchsten Abschnitt kurz zuriickkommen werden), gilt
selbst flir naive Platonisten, dass, wer die Wahrheit einer umstrittenen Aussage
zeigen mochte, einen Beweis zu geben hat, und, wer die Wahrheit einer angeblich
bewiesenen Aussage bezweifelt, bestreiten muss, dass ein Beweis vorliegt. Wo sie
nicht offensichtlich (evident) ist, erkennen wir die Wahrheit mathematischer Séatze
an ihrem Beweis; und wo kein Beweis vorliegt, darf ihre Wahrheit nicht behaup-
tet, hochstens vermutet werden, ausser sie ist offensichtlich. (Um die Wahrheit
von Sétzen zu erkennen, die keines Beweises bediirfen, weil ihre Wahrheit offen-
sichtlich ist, reicht es mitunter die involvierten Definitionen zu verstehen oder eine
Technik, etwa eine Rechenregel, zu erlernen, sodass die Korrektheit des Satzes
tiberpriift werden kann.)

Wenn wir demnach von den Axiomen und den offensichtlichen Wahrheiten abse-
hen, ist der Beweis das untriigliche Kennzeichen mathematischer Wahrheit. Miiss-
te also die Antwort auf die offengelassene Aporie nicht einfach lauten, dass eine
Aussage mathematischen Inhalts genau dann wahr ist, wenn ein Beweis fiir sie
tatséchlich vorliegt? So jedenfalls sehen es die Intuitionisten. Dummett begriin-
det dies in seiner philosophischen Apologie des Intuitionismus unter anderem mit
bedeutungstheoretischen Uberlegungen:36

What we actually learn to do, when we learn some part of the language
of mathematics, is to recognise, for each statement, what counts as

36Dummett (1973, S.225). Dummetts Argument ist weitaus linger und komplexer, als dass es
hier angemessen wiedergegeben werden koénnte. Zu seinen Pramissen gehort unter anderem
das Prinzip, wonach die Bedeutung einer Aussage durch ihren Gebrauch vollstdndig bestimmt
sei, dass es also keinen versteckten Bedeutungsgehalt geben kann, der im Gebrauch nicht ma-
nifestierbar, mithin nicht mitteilbar wére. Vgl. dazu Dummett (1973, S. 223-225).
In demselben Aufsatz skizziert Dummett ausserdem eine zweite Argumentationslinie fir den
Intuitionismus in der Mathematik (ab S.226). Diese fillt gegeniiber den bedeutungstheoreti-
schen Betrachtungen, die sehr allgemein gehalten sind, insofern spezifischer aus, als sie den
genuin mathematischen Charakter mathematischer Aussagen berticksichtigt. Ausgangspunkt
dieser Argumentation ist die anti-realistische These, wonach sich mathematische Aussagen
nicht auf eine objektive, unabhingig von uns existierende Wirklichkeit beziehen, sondern auf
ycreations of the human mind“, auf ,objects of thought® (S.227-228). Letztlich aber fiih-
re diese Argumentation, wie Dummett zu zeigen versucht, in einen resoluten und, wie ich
meine, nicht gerade ansprechenden Skeptizismus: ,it must deny that there exists any pro-
position which is now true about what the result of a computation which has not yet been
performed would be if it were to be performed* (S.247). Nicht nur deshalb erscheint mir
die bedeutungstheoretische Argumentationslinie vielversprechender. Zu Recht rekonstruiert
sie den eigentlichen Streitpunkt zwischen Platonismus und Intuitionismus als einen semanti-
schen, betreffend die Wahrheitsbedingungen mathematischer Aussagen. So gesehen, erweist
sich der metaphysische Dissens lediglich als ein Symptom der semantischen Differenz. Vgl.
dazu Dummett (1963, S.153-154) und Dummett (1978, S. xxvi-xxix).
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establishing that statement as true or as false. In the case of very simple
statements, we learn some computation procedure which decides their
truth or falsity: for more complex statements, we learn to recognise
what is to be counted as a proof or a disproof of them. That is the
practice of which we acquire a mastery: and it is in the mastery of that
practice that our grasp of the meanings of the statements must consist.
We must, therefore, replace the notion of truth, as the central notion
of the theory of meaning for mathematical statements, by the notion
of proof: a grasp of the meaning of a statement consists in a capacity
to recognise a proof of it when one is presented to us [...].

Eine mathematische Aussage verstehen, ihre Bedeutung erfassen, heisst, einen Be-
weis oder eine Widerlegung fiir sie erkennen koénnen. Eine Wahrheit, fiir die es
keinen nachvollziehbaren Beweis geben kann, wéiren wir ausserstande zu verste-
hen, geschweige denn als wahr zu erkennen. Sie hétte fiir uns keine Bedeutung,
ware kein Stiick Mathematik. Und obwohl wir durchaus in der Lage sind, Aussagen
zu verstehen, die weder bewiesen noch widerlegt wurden, ist es doch erst und allein
das Vorliegen eines Beweises oder einer Widerlegung, das ein Urteil iiber Wahrheit
oder Falschheit erlaubt. Die Wahrheit einer Aussage hdngt an nichts anderem als
an ihrem Beweis.

Von diesem intuitionistischen Standpunkt aus erweist sich unsere anféngliche Be-
stimmung, wonach der mathematische Beweis die Wahrheit eines Satzes zeige,
freilich als Tautologie. Wenn die Wahrheit einer Aussage mathematischen Inhalts
darin besteht, dass ein Beweis fiir sie vorliegt, dann zeigt demzufolge der Beweis
eines Satzes, dass ein Beweis fiir ihn vorliegt — gewiss. Tautologizitdt und Zirkula-
ritdt sind jedoch nicht immer das Symptom schlechter Definitionen. Hier driicken
sie die Ersetzung des Wahrheitsbegriffs auf dem Gebiet der Mathematik durch
den des Beweises aus, sodass die zu tragende Last vollumfénglich auf letzteren
abgewidlzt wird. Die philosophisch wichtige Frage ist dann, was Beweise — ihre
Korrektheit und Vollstandigkeit — ausmacht, was sie von gescheiterten Beweisver-
suchen unterscheidet.

Gegen die intuitionistische Auffassung mathematischer Wahrheit spricht indes,
dass sich ihr zufolge von bekanntlich unbewiesenen Aussagen nicht sinnvoll sagen
ldsst, man halte sie fiir wahr oder man vermute, sie seien wahr. Wer Wahrheit
als das Vorliegen eines Beweises auffasst, ist gezwungen, Vermutungen, von denen
man weiss, dass sie noch nie bewiesen wurden, fiir nicht wahr zu befinden. Uber-
haupt scheint es aus Sicht des Intuitionismus kaum sinnvoll, in der Mathematik
Vermutungen anzustellen, d. h. unbewiesene Aussagen fiir wahr zu halten oder zu
sagen, sie seien wahrscheinlich wahr — ausser man wollte damit die Wahrschein-
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lichkeit zum Ausdruck bringen, dass irgendwo ein Beweis fiir sie vorliegt, den man
nicht kennt. Gerade aber fiir die Praxis des Beweisens sind Vermutungen iiber
die Wahrheit und Falschheit noch unbewiesener Aussagen wichtig, ja vielmehr es-
senziell.3” Sie geben dem Beweisbestreben eine Richtung vor und woméglich ein
erreichbares Ziel. Als zum Beispiel Joseph Bertrand 1845 die Wahrheit der nach
ihm benannten Vermutung postulierte, wonach zwischen jeder natiirlichen Zahl
und ihrem Zweifachen mindestens eine Primzahl liegt, tat er dies in der Annahme,
dass ein Beweis fiir sie noch nie gelungen war, sich dies aber bald d&ndern kénn-
te, zumal vieles, wenn auch noch nichts Zwingendes, fiir ihre Wahrheit sprach.
Dadurch stellte er sie als ein lohnenswertes und wahrscheinlich erreichbares Be-
weisziel heraus. Historisch gesehen veranlasste dies tatséchlich ihren Beweis durch
Pafnuti Tschebyschow und zeitigte dartiber hinaus eine Reihe damit verwandter

Ergebnisse.8

Dem Intuitionismus Zugeneigte kénnten nun entgegenhalten, dass sich Vermutun-
gen nicht auf die aktuale Wahrheit von Aussagen beziehen, sondern auf ihren
zukiinftigen Wahrheitswert. Wer eine Vermutung aufstellt, wiirde demnach nicht
vermuten, dass eine bestimmte Aussage jetzt schon wahr ist, sondern ihr zuspre-
chen, dass sie irgendwann wahr werden wird, sich mithin frither oder spéter ein
Beweis finden ldsst. Da Vermutungen aber nichts iiber den Zeitpunkt aussagen,
an dem spétestens ein Beweis zu erwarten ist, miisste die betrachtete Zeitspanne
grenzenlos sein, damit kein zuféllig noch unverwirklichter Beweis unberiicksichtigt
bliebe. Bei der Eigenschaft, auf die sich Vermutungen geméss dieser Auffassung
beziehen, muss es sich folglich um eine modalisierte Variante dessen handeln, wor-
an das intuitionistische Wahrheitskriterium gekniipft war. Vermutungen wiirden
sich also nicht auf das zeitgebundene Vorliegen eines Beweises beziehen, sondern
auf die Moglichkeit, eine Aussage zu beweisen: auf ihre Beweisbarkeit.3’

Es fragt sich dann allerdings, ob diese modalisierte Eigenschaft dem Begriff der
mathematischen Wahrheit ohnehin nicht besser entspricht als das urspriingliche
Wahrheitskriterium — d. i. das Vorliegen eines Beweises —, das dem Wirken histori-
scher Kontingenz zu sehr unterworfen scheint. Miissten also Aussagen mathemati-
schen Inhalts nicht vielmehr genau dann als wahr gelten, wenn sie bewiesen werden
konnen, beweisbar sind? Nach diesem neuen Kriterium stellt es jedenfalls keinen

37Klassische Texte, in denen die Bedeutung des Vermutens fiir die mathematische Praxis be-
handelt wird, sind Pélya (1954/1968) und Lakatos (1976). Eine kurze, aber aufschlussreiche
Erorterung findet sich in Tappenden (2008, S. 289-293).

38Vgl. dazu Narkiewicz (2000, S.103-104, 115-118).

39Es ist bemerkenswert, dass Timothy Gowers in seiner kiirzlich erschienenen Untersuchung
der Wahrscheinlichkeitsurteile, die mathematischen Vermutungen zugrunde liegen, u. a. zum
Schluss kommt, dass sich ein solches Urteil nicht direkt auf die Wahrheit der betreffenden
Aussage bezieht, sondern vielmehr die Wahrscheinlichkeit zum Ausdruck bringt, dass fir sie
ein Beweis existiert, vgl. Gowers (2023, S. 109).
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Widerspruch mehr dar, Aussagen fiir wahr zu halten, von denen man weiss, dass
sie noch unbewiesen sind. Inkonsistent wére es lediglich, an ihrer Wahrheit und
zugleich an ihrer Unbeweisbarkeit festzuhalten. Dass mathematische Wahrheiten
beweisbar sein miissen, wiare Ausdruck einer begrifflichen Regel, was jedoch ange-
messen erscheint. Denn nichts spricht dafiir, durch die Wahl unserer Begriffe die
Moglichkeit offenzulassen, dass uns manche mathematische Wahrheit fiir immer
verborgen bleiben muss — ausser ein platonistisches Vorurteil iiber die Existenz

und das Wesen mathematischer Gegenstinde wiirde uns dazu zwingen.*°

Manche behaupten, darunter auch Dummett, dass die Festlegung auf die Beweis-
barkeit einer Aussage als das Kriterium fir ihre Wahrheit letztlich immer in einem
Platonismus miindet.*! Das sehe ich anders, gestehe aber zu, dass es nicht leicht
fallt, eine passende Modalitat zu bestimmen. Obwohl hier der Raum fiir eine sorg-
faltige Erorterung dieses Problems nicht ausreicht, mochte ich, bevor wir zum
néchsten Abschnitt ibergehen, doch Hinweise geben.

Um nicht sogleich in eine Art Platonismus zu fallen, darf die Beweisbarkeit ei-
ner Aussage natiirlich nicht mit der Existenz eines entsprechenden Beweises — im
klassischen, extensionalen Sinn von ,existieren‘ — gleichgestellt werden. Denn da-
durch wiirden die Beweise selbst zu idealen Gegensténden, die nicht alle fiir uns
zuganglich sein missten. Andererseits kann, wie sich bereits zeigte, die Beweis-
barkeit einer Aussage nicht darin bestehen, dass ein Beweis fiir sie bereits vorliegt
oder spétestens zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Zukunft nachgereicht wird.
Die Schwierigkeit liegt also darin, einen Mittelweg zwischen den Extremen zu fin-

den.*?

Sich aus begrifflichen Griinden dazu gezwungen sehen, einer Vermutung Wahr-
heit abzusprechen, nur um sie gleichsam im néchsten Augenblick, da ein Beweis

40Dass platonistische Positionen typischerweise die Maglichkeit von fiir uns unerkennbaren, mit-
hin unbeweisbaren Wahrheiten offenlassen, ist ein Einwand, den Dummett vorbringt, vgl.
Dummett (1973, S. 224-225). Was fiir diese Moglichkeit sorgt, ist gleichwohl nicht unmittelbar
die metaphysische Auffassung tiber die Existenz und das Wesen mathematischer Gegenstéande,
sondern ein Realismus in Bezug auf Wahrheitswerte, d.i. die These, wonach mathematische
Aussagen eine Bedeutung und einen objektiven Wahrheitswert besitzen, wenn sie nur wohl-
geformt sind — unabhéngig davon, ob wir diesen Wahrheitswert jemals erkennen kénnen.

41ygl. Dummett (1963, S. 164): ,, The identification of mathematical truth with intuitive provabi-
lity is thus not a possible constructivist standpoint, if ,intuitive provability‘ is understood as
meaning the existence of an intuitively correct proof in a sense weaker than that of our being
in possession of such a proof“. In spateren Schriften scheint Dummett jedoch die Moglichkeit
eines Mittelwegs einzurdumen, vgl. Dummett (2000, S.12).

42Gegen die Moglichkeit eines solchen Mittelwegs kénnte man eine Variante von Fitchs Paradox
of Knowability ins Feld fithren und zu zeigen versuchen, dass aus der Annahme, wonach jede
wahre Aussage beweisbar ist (in Symbolen: Yp(¢p — ©Byp)), modallogisch folge, dass jede
wahre Aussage bereits bewiesen wurde (Vo (¢ — By))). Dummett und andere haben jedoch
gezeigt, wie sich die paradoxe Konklusion intuitionistisch vermeiden lasst. Fiir eine Diskussion
verschiedener Losungsvorschlige, vgl. Murzi (2010).
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fiir sie vorliegt, fiir wahr zu halten, mag verstdndlicherweise Unbehagen auslosen.
Als Bertrand, um unser Beispiel wieder aufzunehmen, seine Vermutung &dusserte,
hatte sie sich in derart vielen Einzelfdllen bereits bewahrheitet, dass alles fiir ihre
Beweisbarkeit sprach. Wére es nicht unangemessen, ihm vorzuwerfen, beim Pos-
tulieren ihrer Wahrheit eine Widersinnigkeit, einen begrifflichen Fehler begangen
zu haben? Weitaus weniger problematisch ist es hingegen sich darauf festzulegen,
dass eine mathematische Aussage zu einer Zeit, als die Theorie, der sie angehort,
nicht einmal angedacht war, keine Bedeutung und damit auch keinen Wahrheits-
wert besass. Zu sagen, dass, bevor die Menschen zéhlen konnten, jene Aussage, die
Bertrand viel spéater fiir wahr hielt, weder wahr noch falsch, sondern ganz und gar
bedeutungslos war, erscheint der Sachlage durchaus angemessen.

Die Frage ist freilich, was es braucht — was fiir eine praktische und begriffliche
Umgebung bereitstehen muss —, damit eine Aussage wie die von Bertrand tiiber
die Verteilung der Primzahlen Bedeutung erlangt, und ob damit sogleich auch ihr
Wahrheitswert bestimmt ist. Hier scharfe Grenzen zu erwarten, wére illusorisch
und solche zu ziehen, kaum hilfreich. Dennoch koénnte es sich, wie mir scheint, als
lohnenswerte Aufgabe fiir die Philosophie der Mathematik erweisen, diese Fragen
an einzelnen und zunéchst einfacheren Beispielen aus der Geschichte zu unter-
suchen. Auf dem Gebiet der Arithmetik etwa wére zu fragen, was die Voraus-
setzungen dafiir sind, dass Vermutungen iiber die Wahrheit und Falschheit von
Gleichungen, die das Ergebnis einfacher Additionen zwischen natiirlichen Zahlen
ausdriicken (a + b = ¢, fir a,b,c € N), ernsthaft aufgestellt werden kénnen. Um
den Wahrheitswert von solchen Gleichungen festzustellen, scheinen auf den ersten
Blick das Beherrschen einer addquaten Notation und das Addierenkénnen auszu-
reichen. Einen elaborierteren Begriff von den natiirlichen Zahlen, der auch ihre
Unendlichkeit enthielte, braucht es nicht.

Mit zunehmenden arithmetischen Fahigkeiten und entsprechendem Ausbau einer
operationalen Notation lassen sich jedoch sehr rasch Pradikate bilden und Aussa-
gen iiber ihre Extension formulieren, bei denen es zweifelhaft wird, dass sie ohne
eine enorme und nicht vorauszusehende Weiterentwicklung ihrer begrifflichen Um-
gebung einen bestimmten Wahrheitswert besitzen. Das Pradikat a™ + 0™ = ¢ zum
Beispiel ist auf so einfache Weise aus elementaren Operationen zusammengestellt,
dass fiir ein initiales Verstdndnis der Aussage, es treffe fiir beliebige natiirliche
Zahlen a,b,c ungleich 0 auf keine natiirliche Zahl n > 2 zu, Kenntnisse aus der
Schulzeit hinreichen. Aber wenngleich ein gewisses Verstdndnis fir die Aussage —
d.i. fir den erst 1994 durch Andrew Wiles bewiesenen Grossen Fermatschen Satz
— selbst Schulkindern zugestanden werden kann, iiberwiegt doch bei Weitem die
kaum tberbriickbare Distanz, welche die allermeisten unter uns von einem Nach-
vollzug eines Beweises, geschweige denn von dem Entwurf eines eigenen trennt.
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Entsprechend wére es zu einer Zeit, als das gesammelte arithmetische Wissen das
heutige Schulwissen kaum iiberstieg, nicht sinnvoll, sondern lediglich ein gliick-
licher Treffer gewesen, die Wahrheit der Aussage zu vermuten. Die begriffliche
Umgebung, um einen ernsthaften Beweisversuch zu wagen, der auch einen Fort-
schritt bedeutet und nicht sogleich in Ratlosigkeit geendet hétte, war schlichtweg
nicht vorhanden. Ins Blaue hinein Vermutungen anzustellen, nur weil man tiber
die syntaktischen Fahigkeiten dazu verfiigt, entspricht nicht derjenigen Art des
Vermutens, die sich in der Mathematik bewahrt hat.

3 Wozu dienen Beweise in der Mathematik?

Ob eine Aussage nun bewiesen oder widerlegt werden soll — Beweise dienen dem
Uberzeugen. Indem der Beweis die notwendige Wahrheit einer Aussage zeigt, er-
zwingt er ihre Anerkennung als ein Satz der Mathematik und die Ablehnung ihrer
Negation. Wer sich oder andere davon iberzeugen mdochte, eine Aussage als ma-
thematische Wahrheit anzuerkennen oder sie abzulehnen, gibt typischerweise einen
entsprechenden Beweis.

Der mathematische Beweis zeitigt auf eine ihm eigene Weise das Fiirwahrhalten des
Satzes, den er beweist. Anders als Befehle, Expertisen oder Offenbarungen kommt
er ohne Autoritatsbezug aus. Auch muss man nicht, um das, was der Beweis zeigt,
fiir wahr halten zu diirfen, darauf vertrauen, dass im Hintergrund fehlerfrei ge-
arbeitet wurde, wie bei einem Rechner, der Zwischenschritte ausblendet und nur
Ergebnisse anzeigt.*? Ein Beweis muss in sich selbst all das offen und nachvollzieh-
bar enthalten, was erforderlich ist, um in Subjekten mit hinreichendem Vorwissen
und Koénnen die gewiinschte Wirkung zu erzielen. Wer ihn entworfen, wer ihn ge-
priift und fiir richtig befunden hat — all das ist fiir sein Wirken bloss zweitrangig.
Der Beweis hat gewissermassen fiir sich selbst zu sorgen.

Selbstverstindlich vermag kein Beweis losgelost von allem andern fiir sich selbst
zu sorgen. Nur innerhalb einer etablierten Praxis des Beweisens kann er seine
Wirkung entfalten. Charakteristisch fiir die Wirkungsweise des mathematischen
Beweises im Rahmen dieser Praxis ist, dass er iiberzeugt. Das Beweisbild ist, wie
man sagen konnte, ,ein Instrument des Uberzeugens“.** Es soll nicht einfach dazu

43Bei Wittgenstein findet sich eine dhnliche Abgrenzung des Beweisens vom Rechnen. Das Bild
des Beweisens dndere sich gédnzlich, sobald es als blosses Rechnen, d. h. als schrittweises Trans-
formieren von Zeichenfolgen, aufgefasst wird: ,,Die Zwischenstufen werden ein uninteressantes
Nebenprodukt. (Wie im Innern des Automaten ein Gerdusch, ehe er uns die Ware zuwirft.)“
Bemerkungen dber die Grundlagen der Mathematik, VIL.8, S. 365.

4 Wittgenstein, Bemerkungen tber die Grundlagen der Mathematik, VIL.72, S.435.
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bewegen, Sitze fiir wahr zu halten, sondern ihre notwendige Wahrheit iiberzeugend
darlegen. Dafiir miissen die Schritte, die das Bild zusammensetzen, einzeln — je fiir
sich — nachvollziehbar sein. (Ausserdem miissen sie alle zuléssig sein, d. h. sie diir-
fen keine unerlaubten Spriinge enthalten, keine logischen oder anderen etablierten
Regeln verletzen und, wenn in ihnen neuartige Regeln zur Anwendung kommen,
bediirfen diese der Rechtfertigung: siehe dazu den ersten Abschnitt.) Damit der
Beweis zu iiberzeugen vermag, reicht dies jedoch nicht aus. Das Beweisbild muss
insgesamt als stimmig wahrgenommen werden koénnen: Es muss in seiner Gesamt-
heit iibersehbar sein. Und dafiir miissen nicht nur auf jeder Strukturebene die
relevanten Zusammenhénge zwischen den Bestandteilen nachvollziehbar, es muss
auch das Zusammenspiel der verschiedenen Ebenen erkennbar sein. Um nur einen
simplen Fall anzufiihren: Wenn die Oberflichenstruktur des Beweises einem mo-
dus ponens, also einem Schluss der Form ¢ — 1, ¢ = % entspricht, dann kann
der Beweis nur iiberzeugen, wenn diese Form erkannt wird. Es geniigt nicht, die
Schritte, die zu ¢ — ¥, und die Schritte, die zu ¢ fithren, nachvollzogen zu haben;
um ¥ zu erreichen, bedarf es des Aufstiegs auf die ndchsthohere Ebene, auf der
die Identitdt von ¢ mit dem Antezedens von ¢ — 1 ersichtlich wird. Ohne diese
Feststellung wére der modus ponens von ungiiltigen Schlussweisen, insbesondere
von ¢ — 10,1 = ¢, nicht zu unterscheiden.*?

Selbst Frege, der in seinen Grundgesetzen der Arithmetik auf die ,Liickenlosigkeit
der Schlussketten® eher als auf ihre Ubersichtlichkeit bedacht war, stellte seinen
begriffsschriftlichen Ableitungen eine Skizze des Beweisgangs voraus.4® Diese Skiz-
zen sollten das Verstédndnis der Beweise, ihren Nachvollzug, erleichtern, indem sie
der Leserschaft helfen, die zum Teil seitenlangen und ohne Worte auskommenden
Schlussketten zu iibersehen. Daraus folgt indessen nicht, dass die begriffsschriftli-
chen Beweise selbst uniibersehbar und unverstédndlich wéren, im Gegenteil, zumal
sie sich mehr oder weniger iibersichtlich darstellen lassen. Uniibersehbar wéren
,Beweise“, die iiberhaupt nicht iibersichtlich dargestellt und auch nicht in eine

45Fiir die detaillierte Untersuchung eines echten und nicht trivialen Beispiels — ErdSs’ Beweis des
Satzes von Bertrand-Tschebyschow — verweise ich auf Robinson (2000, S.283-291). Obgleich
Robinson keine philosophischen, sondern eher psychologische Fragen zu beantworten sucht,
gelingt es ihm gut, die Lemmata, aus denen Erdds’ Beweis zusammengesetzt ist, zu erldutern
(u.a. mit Hilfe der Tabelle auf S.285, die ein anschauliches Bild abgibt). Auch das Zusam-
menspiel der verschiedenen Strukturebenen, das dem Beweis Ubersichtlichkeit und dadurch
erkldrende Kraft verleiht, wird aus seiner Beschreibung deutlich. (Auf den S.285-289 wird
das Zusammenspiel der Hauptlemmata, also sozusagen die Oberflichenstruktur beschrieben;
auf den S.289-291 wird dann die den Lemmata zugrundeliegende Idee skizziert.)

46 Die Beweise sind allein in den mit ,Aufbau‘ iiberschriebenen Paragraphen enthalten, wéhrend
die mit ,Zerlegung‘ tiberschriebenen das Verstdndniss erleichtern sollen, indem sie vorldufig
den Gang des Beweises in groben Umrissen vorzeichnen“ Frege (1893, S.V). Weiter hinten
im Werk heisst es dann, diese Zerlegungen dienten ,nur der Bequemlichkeit des Lesers |[...];
sie kénnten fehlen, ohne dem Beweise etwas von seiner Kraft zu nehmen“ Frege (1893, S. 70).
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solche Darstellung iibertragen, mithin von uns nicht nachvollzogen, nicht verstan-
den werden kénnten.

Durch einen Beweis iiberzeugt werden kann freilich nur, wer ihn versteht, und als
Beweis verstehen kénnen wir ein Bild nur, wenn wir es iibersehen. Ein Bild, das
wir nicht {ibersehen, kann uns nicht als Instrument des Uberzeugens dienen. Wer
aber einen Beweis verstanden hat, sollte sich, sofern ein Beweis wirklich vorliegt,
von der notwendigen Wahrheit des bewiesenen Satzes iiberzeugen lassen haben.
Wittgenstein meint nun gerade darin das Wesentliche in der Erfordernis der Uber-
sichtlichkeit zu erkennen:*”

Zum Beweis gehort Ubersichtlichkeit. Ware der Prozess, durch den ich
das Resultat erhalte, uniibersehbar, so kénnte ich zwar das Ergebnis,
dass diese Zahl herauskommt, vermerken — welche Tatsache aber soll
es mir bestdtigen? ich weiss nicht: ,was herauskommen soll".

,Der Beweis muss iibersehbar sein“ heisst eigentlich nichts andres als:
der Beweis ist kein Experiment. Was sich im Beweis ergibt, nehmen
wir nicht deshalb an, weil es sich einmal ergibt, oder weil es sich oft
ergibt. Sondern wir sehen im Beweis den Grund dafiir zu sagen, dass
es sich so ergeben muss.

Mathematische Beweise liefern keine Indizien oder gute Belege fiir die Wahrheit
eines Satzes, verleihen ihr keine erhohte Wahrscheinlichkeit. Auf diejenigen, die mit
der Praxis des Beweisens vertraut sind und die nétigen Kenntnisse besitzen, iben
Beweise einmal nachvollzogen einen Zwang aus. Nicht aber wie Befehle: Der Beweis
gebietet nicht, den Satz, den er beweist, als notwendige Wahrheit anzuerkennen.
Er zwingt insofern dazu, als er einen zwingenden Grund dafiir gibt.

Mit dem Beweis eines Satzes ldsst sich demnach nicht nur die Frage, ob die Aus-
sage, die er beweist, wahr ist, beantworten, sondern auch eine Antwort auf die
Frage geben, weshalb sie wahr sein muss (und damit auf die Frage, weshalb wir sie
als notwendige Wahrheit anerkennen sollten). Von der sicherstellenden kann also
eine begriindende Funktion des Beweisens unterschieden werden, wenngleich beide
eng miteinander verflochten sind. Frege schreibt dazu in seinen Grundlagen der
Arithmetik:*®

Der Beweis hat eben nicht nur den Zweck, die Wahrheit eines Sat-
zes iiber jeden Zweifel zu erheben, sondern auch den, eine Einsicht in
die Abhéngigkeit der Wahrheiten von einander zu gewédhren. Nachdem

4TWittgenstein, Bemerkungen tiber die Grundlagen der Mathematik, 1.154, S. 95, 111.39, S. 170.
48TFrege (1884, S.2).
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man sich von der Unerschiitterlichkeit eines Felsblockes durch vergebli-
che Versuche, ihn zu bewegen, iberzeugt hat, kann man ferner fragen,
was ihn denn so sicher unterstiitze. Je weiter man diese Untersuchun-
gen fortsetzt, auf desto weniger Urwahrheiten fiihrt man Alles zurtick

[

Diese Einsicht, die der Beweis gewihrt, vermag ihre Uberzeugungskraft in uns
nur soweit zu entfalten, wie wir von den Wahrheiten, die der Beweis nicht beweist,
sondern als gegeben annimmt, {iberzeugt sind. Und so mag es den Anschein haben,
als miisse die Wahrheit der ganzen Mathematik letztlich auf einigen Urwahrheiten
beruhen, ,die selber eines Beweises weder fahig noch bediirftig sind*.4°

Freges Unterfangen, die letzten Urwahrheiten der Arithmetik zu finden, war sei-
nem ,Wurzeltrieb“ geschuldet: dem Drang zu wissen, ,worauf im tiefsten Grunde
die Berechtigung des Fiirwahrhaltens“®® ihrer Sitze beruht. Dieser tiefste Grund,
auf dem sich alles andere stiitzt, war indes mit arithmetischen Sétzen, selbst mit
denen elementarster Art, keineswegs erreicht. Fiir die logizistischen Augen erwie-
sen sich sogar einfache Gleichungen wie 5 + 7 = 12 als eines Beweises bediirftig.
Jene Urwahrheiten, zu denen Frege und nach ihm Russell und Whitehead vorge-
stossen waren, konnten die Erwartungen jedoch nicht erfiillen: entweder, weil sich
aus ihnen (wie aus Freges Grundgesetzen) ein Widerspruch ableiten liess, oder,
weil ihnen (wie dem Axiom der Reduzierbarkeit bei Russell und Whitehead) das
typische Merkmal der rein logischen Wahrheiten fehlte und fiir ihre Anerkennung
als Axiome nichts anderes sprach, als dass aus ihnen ebenjene elementaren Wahr-
heiten, von denen man auch ohne logischen Unterbau ldngstens iiberzeugt war,

bewiesen werden konnten.?!

In Ermangelung eines Systems selbsteinleuchtender Grundsétze, aus dem sich er-
wiesenermassen alles Erwiinschte, aber — verbiirgt durch einen Widerspruchsfrei-
heitsbeweis — nicht alles Erdenkliche ableiten lésst, miissen wir lernen, mit der

49Frege (1884, S.4).

50Frege (1893, S. XIII) und Frege (1884, S.3).

51In Mancosu (2001, S.104-105) wird Russell in der Frage, welche Kriterien bei der Wahl der
Axiome zur Anwendung kommen diirfen, eine Form von ,h-inductivism* zugeschrieben: ,,the
acceptance of axioms for a mathematical discipline might be motivated not by criteria of
evidence and certainty but rather, like hypotheses in physics, by their success in deriving
and systematizing a certain number of familiar consequences“ (S.103). Hatte Russell aber
diese Position nach der Fertigstellung der Principia Mathematica weiterhin vertreten, hatte
er Wittgensteins Kritik am Axiom der Reduzierbarkeit entkréaften konnen, zumal das Axiom
durchaus erfolgreich Russells verzweigtes Typengebaude aufrecht erhilt. In seiner Einleitung
zur zweiten Ausgabe der Principia halt Russell jedoch fest: ,,One point in regard to which
improvement is obviously desirable is the axiom of reducibility [...]. This axiom has purely
pragmatic justification: it leads to the desired results, and to no others. But clearly it is not
the sort of axiom with which we can rest content“ Whitehead und Russell (1925, S. xiv). Vgl
dazu Linsky (2011, S.128-134).
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Moglichkeit von Widerspriichen zu leben (wie in der inkonsistenten Mathematik,
siche Anm.34), oder aber bestreiten, dass eine Theorie wie die Arithmetik mit
ihren elementaren, ja nachgerade trivialen Wahrheiten iiberhaupt einer solchen
Grundlegung bedarf.?? Die zweite Option wihlend kénnte man sagen, einfache
Gleichungen seien zwar auf gewisse Axiome riickfiihrbar und insofern eines Bewei-
ses fahig, deswegen aber noch lange nicht eines solchen bediirftig. Wer aufrichtige
Zweifel an einer als trivial geltenden Wahrheit hegt, erlerne zuerst die Technik,
die dem Satz zugrunde liegt (zum Beispiel das Einmaleins bei Gleichungen wie
,5 + 7 = 129, oder studiere noch einmal die relevanten Definitionen (man denke
hier an Satze wie ,Der grosste gemeinsame Teiler zweier Primzahlen ist die 1°).
Sich auf solche Weise der Wahrheit einer Aussage zu vergewissern, ist gegeniiber
dem Beweisen nicht minderwertig, im Gegenteil, setzen doch Beweise das Beherr-
schen zahlreicher Techniken und die Kenntnis gédngiger Definitionen und Lemmata
voraus.

Indessen bleibt die begriindende Funktion des Beweisens auch bestehen, wenn die
Forderung nach einer axiomatischen Grundlegung der Mathematik fallengelassen
wird. Einen Satz begriinden, heisst dann nicht, ihn auf die ihm zugrundeliegenden
Urwahrheiten zuriickfithren, sondern seinen Zusammenhang mit anderen, bereits
sichergestellten Satzen zeigen.?® Offenbar zeigen verschiedene Beweise desselben
Satzes verschiedene Zusammenhénge auf, sodass ein Satz, der auf unterschiedlichen
Beweiswegen erreichbar ist, besser beleuchtet, verstdndlicher erscheint. Es liegt nun
nahe anzunehmen, dass einem solchen Verstidndnisgewinn nachgestrebt wird, wenn
bereits bewiesene Sétze stets aufs Neue bewiesen werden, bis letztlich ihr trivialer
Wahrheitskern offenliegt. Dabei handelt es sich freilich um keinen Wurzeltrieb hin
zu den Urwahrheiten, wie Frege ihn sich fiir die Mathematik gewtinscht hétte,
sondern um den Drang, Sichergestelltes in offensichtliche, von allem Ré&tselhaften
geklérte und entsprechend vertraute Gewissheit zu verwandeln.

In der zeitgenossischen Literatur wird diese zweite Funktion des Beweisens, die
vorhin als begriindende charakterisiert wurde, oft unter dem Begriff der mathe-
matischen Erklirung abgehandelt. Robinson zum Beispiel schreibt: ,,For the most
part (although sometimes a proof may establish its result without affording an
explanation why it holds) a proof does indeed seem to have two different roles:
to be a proof-as-guarantee and to be a proof-as-explanation®.’* Da der Beweis

52Fiir eine aktuelle Besprechung pluralistischer Ansitze (Putnam, Wittgenstein) sowie grundla-
genkritischer Positionen (Rav, Lakatos), vgl. Wagner (2019).

53Dieser Sichtweise entspricht am ehesten eine kohirentistische Wahrheitstheorie. Wie mir
scheint, kénnte sich eine solche Theorie nicht nur mit dem weiter oben (im zweiten Ab-
schnitt) angedeuteten Wahrheitskriterium vertragen, sondern auch mit schwécheren Formen
des (Neo-)Logizismus. Fiir Letzteres, vgl. Tennant (2017).

54Robinson (2000, S.279).
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eines Satzes auch eine mogliche Antwort auf die Frage gibt, weshalb er wahr sein
muss, ist es nicht unzutreffend, von einer erklarenden Funktion des Beweisens zu
sprechen. Gerade wenn die Frage nach den Grundlagen der Mathematik nicht im
Vordergrund steht, liegt es nahe, eher als ein Erldutern oder Erkldren zu cha-
rakterisieren, was Frege und anderen als ein Begriinden erschien. Allerdings muss
darauf geachtet werden, nicht Unterschiedliches zu vermengen. Wie es iibersicht-
lichere und weniger iibersichtliche, aber keine uniibersehbaren Beweise gibt, so
mag es Beweise von grosserer und solche von geringerer Erklarungskraft geben,
aber keinen Beweis, der die Wahrheit des Satzes, den er beweist, in keiner Wei-
se begriindete, sondern gleichsam nur sagte: ,,Dieser Satz ist wahr, glaube mir!“
Wenn Robinson indes zugesteht, dass mancher Beweis seinen Satz als mathema-
tische Wahrheit sicherstellt, ohne jedoch zu erklaren, weshalb er wahr sei, dann
hat er eine (steigerbare) Figenschaft im Sinn, die gewisse Beweise besitzen, andere

hingegen nicht — und nicht eine Funktion, die jeder Beweis qua Beweis erfiillt.>>

Unbestreitbar scheint mir jedenfalls die Feststellung, dass durch Beweise nicht
nur neue Wahrheiten erschlossen werden, sondern auch das Verstdndnis dieser
Wahrheiten eine Erweiterung, mitunter eine Vertiefung erfihrt. Eine Behauptung,
deren Beweis wir nachvollziehen konnten, verstehen wir insofern besser, als wir
einen Weg kennen, der sie mit anderen Wahrheiten unaufloslich verkniipft und auf
dem wir jederzeit zwischen ihnen hin und her wandeln kénnen. Bei einer noch un-
bewiesenen Aussage dagegen ist nicht ohne Weiteres auszuschliessen, dass dereinst
ein Weg von ihr aus in den Widerspruch fithren, sie sich mithin als notwendige
Falschheit erweisen wird. Gleichwohl wére es falsch zu sagen, dass erst der Be-
weis einer Aussage uns erlaubt, sie zu verstehen. Denn wir verstehen gewiss auch
widerlegte Aussagen. Und um iiberhaupt etwas beweisen zu kénnen, miissen wir
Unbewiesenes verstehen, zumal das Verstehen einer mathematischen Aussage — das

55Tatsachlich ist die Unterscheidung von Beweisen, die erkliren, und solchen, die nicht erkla-
ren, ein wiederkehrender Topos in der Geschichte der Mathematik, wenngleich nur wenig
Ubereinstimmung dariiber herrscht, wie die Unterscheidung zu ziehen ist. In Mancosu (2001)
findet sich der Versuch, die Unterscheidung an drei verschiedenen Beweisen des Satzes von
Pythagoras zu illustrieren (S.98-100) und aus Bemerkungen anderer Autoren zu rekonstru-
ieren (S.101-108). Wegen der Mehrdeutigkeit des Ausdrucks ,Erkldrung‘, und auch weil es
von individuellem Vorwissen und Koénnen abhéngt, ob ein Beweis erklarend wirken kann
oder nicht, scheint sich am Ende der Bestandsaufnahme eher die Frage aufzudriangen, ob hier
nicht vielmehr verschiedene Unterscheidungen zusammengeworfen werden. Als Paradebeispie-
le nicht-erklédrender Beweise werden in Rota (1997) Verifizierungen angefiihrt, d.s. Beweise
durch Auflistung und Priifung aller moglichen Falle. Obwohl das Verlangen, die Griinde fiir
die Wahrheit eines Satzes zu kennen, mit seiner blossen Verifizierung gewiss nicht immer zu
befriedigen ist, wire es, wie mir scheint, falsch zu verneinen, dass mit der Auflistung und
Priifung aller moglichen Fille ein Verstindnisgewinn, etwa in Form einer Ubersicht, einher-
geht. Ausserdem braucht es ja noch den Nachweis, dass die Auflistung vollstandig ist — dass
wirklich alle Félle beriicksichtigt wurden —, was zur Begriindung des so gewonnenen Satzes
durchaus beitrégt.
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Erfassen ihrer Bedeutung — darin besteht, einen Beweis oder eine Widerlegung fiir
sie erkennen zu kénnen (wie sich im zweiten Abschnitt zeigte).

Fassen wir das Wichtigste zusammen. Dass ein Satz wahr sein muss, zeigt der
mathematische Beweis, indem er einen Weg beschreibt, wie man ausgehend von
anerkannten Wahrheiten zu dieser Einsicht gelangt. Er gibt eine Anleitung, wie
wir uns selbst von der Wahrheit dieses Satzes iiberzeugen konnen. Nicht selten
indes kommt es vor, dass der Weg, welcher historisch als erster beschritten wur-
de, schwierig, abwegig oder zufillig erscheint, sodass sein Nachvollzug Probleme
bereitet und man sich zwar iiberzeugen liess, mithin um die Wahrheit des Satzes
weiss, die Griinde dafiir aber nicht klar angeben kann, da man nicht gut genug
versteht, weshalb der Satz wahr ist. Immer neue Beweise desselben Satzes konnen
nun — indem sie etwa kiirzere oder begrifflich einfachere Wege anzeigen und uns
triftigere Griinde geben, den Satz fiir wahr zu halten — dazu beitragen, diesen im-
mer besser zu verstehen. Da mit der Zeit stets neue und kiirzere Wege aus diversen
Richtungen kommend das begriffliche Terrain {iberziehen, das den Satz umgibt,
wird dieser immer n&her an wohlbekannte und leicht einzusehende Wahrheiten
geriickt — wird er immer vertrauter —, bis sich schliesslich seine eigene Wahrheit,
sich der Satz selbst trivial ausnimmt.

Das Verstehen mathematischer Sdtze erschopft sich folglich nicht im Wissen um
Satzbedeutungen und Wahrheit. Wer einen ,tiefen* Satz wie etwa den Primzahl-
satz wirklich verstehen mochte, wird sich nicht mit dem erstbesten Beweis zufrie-
den geben. Der Ausdruck ,verstehen‘ kann hier freilich nur vage gebraucht werden,
denn Beweise konnen durchaus verschiedene Weisen des Verstehens befordern und
dies in unterschiedlichen Ausmassen.

4 Worin besteht die besondere Gewissheit
mathematischer Satze?

Der mathematische Beweis hebt aus den bezweifelbaren Aussagen eine heraus, um
sie als Satz sicherzustellen, ihr diejenige Gewissheit zu verleihen, die sie in den
Rang eines Theorems erhebt. Die Gewissheit, von der hier die Rede ist, bezeich-
net nicht primdr eine psychische Verfasstheit, sondern eine besondere Stellung
innerhalb (wie auch ausserhalb) der Mathematik, die der Beweis dem Satz, den er
beweist, durch seine Beweiskraft verschafft. Zu dieser Stellung gehért, dass, wenn
ein Beweis einer Aussage vorliegt und als Beweis dieser Aussage anerkannt wird,
an thr kein (verniinftiger) Zweifel mehr maglich ist. Der mathematische Satz ist
dem Zweifel entzogen. Aufgrund seiner Stellung darf er ohne Weiteres als Lemma,
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d. h. als Hilfssatz, in anderen Beweisen verwendet werden. Oder vielleicht tref-
fender: Dass er ohne Weiteres als Lemma verwendet wird, zeigt seine allgemeine
Anerkennung als ein Satz der Mathematik, seine besondere Gewissheit.

Die Quellen fiir diese Darstellung des Zusammenhangs von Beweis und Gewiss-
heit sind in Wittgensteins spéaterer Philosophie zu finden, vornehmlich in den in
Uber Gewissheit versammelten Bemerkungen. Obwohl das Hauptaugenmerk dieser
Sammlung nicht auf der besonderen Gewissheit des mathematischen Satzes liegt,
kommt sie doch an mehreren Stellen zur Sprache, oft zu Vergleichszwecken, sodass
sich am Ende ein facettenreiches Bild ergibt.? In einer dieser Bemerkungen wird
die Sonderstellung mathematischer Sétze zwar mit anderen Begriffen und Meta-
phern beschrieben als hier, der Sache nach gleichwohl ganz #hnlich wie vorhin:5”

Dem mathematischen Satz ist gleichsam offiziell der Stempel der Unbe-
streitbarkeit aufgedriickt worden. D. h.: ,Streitet euch um andre Dinge;
das steht fest, ist eine Angel, um die sich euer Streit drehen kann‘.

Zwei Bemerkungen spiter®® heisst es dann, die Sitze der Mathematik seien Pe-
trefakten: derart versteinert also, dass sie — wie sich die Welt der Tatsachen um
sie herum auch verdndert — keinen Wandel ihres Wahrheitswerts von wahr zu
falsch zulassen. Dieses Feststehen, diese Unbeweglichkeit des mathematischen Sat-
zes unterscheidet ihn von anderen Gewissheiten wie etwa der, dass meine Initialen
R.B. lauten oder ich nie auf dem Mars war. Denn nicht nur kénnten zukiinftige
Entwicklungen Sétze wie diese falsch werden lassen, solchen Gewissheiten kommt
innerhalb ihrer Gebrauchsumgebung nicht dieselbe offizielle Stellung zu wie ei-
nem Theorem innerhalb der Mathematik.?® Worin aber besteht diese besondere
Stellung des mathematischen Satzes und wie wird sie ihm verliehen?

Zweifel oder Uneinigkeiten iiber die Wahrheit von Behauptungen werden in der
Mathematik durch Beweise ausgerdumt. Wer den ,,Streit“ um eine Aussage fiir sich
entscheiden mochte, liefere einen Beweis, der die anderen iiberzeugt. Damit aber

56vgl. Wittgenstein, Uber Gewissheit, S. 127-30, 143, 186, 209, 233, 251-253. Vgl. auch Wittgen-
stein, Bemerkungen tber die Grundlagen der Mathematik, 111.39, S. 170.

5TWittgenstein, Uber Gewissheit, § 655, S. 252.

58Wittgenstein, Uber Gewissheit, § 657, S. 253.

59Vgl. fiir Teile dieser Lesart Schulte (2005, S. 64): ,,[Wittgenstein] does not wish to say that there
is no real difference between mathematical propositions, for instance, and certain empirical
ones that are regarded as ,incontrovertible’ (OC 657). He says that mathematical propositions
have, ,as it were officially, been given the stamp of incontestability* (OC 655). They might be
called ,fossilized (OC 657), whereas a proposition like ,I am called J.S.¢ should, even though
it is correctly regarded as incontrovertible, not be so called. These two types of propositions
have something in common, namely their apparent incontestability, but they play importantly
different roles. One type is officially exempted from doubt; the other one does not do any
official job at all* (,OC* steht fiir ,On Certainty*, den englischen Titel der Textsammlung, die
Zahlen fiir die Nummer der Bemerkung, aus der zitiert wird).
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der Streit entschieden, mithin die Aussage oder ihre Negation bewiesen werden
kann, miissen andere Aussagen als unbestrittene und unumstossliche Wahrheiten
anerkannt werden und zwar von allen Beteiligten. Die Angelfunktion mathema-
tischer Satze zeigt sich denn auch in ihrer allgemein akzeptierten Verwendung
als Lemmata zur Entscheidung offener Streitfragen (d.h. in Beweisen fiir andere
Sétze). Fiir diese Verwendung ist es unerlésslich, dass der Stempel, der die Unbe-
streitbarkeit anzeigt, nach aussen hin als ein offizielles, durch die mathematische
Gemeinschaft beglaubigtes Kennzeichen erkennbar ist und nicht bloss das Zeichen
eines subjektiven Urteils. Ist ein Streit einmal beigelegt, eine Aussage anerkannter-
massen bewiesen, wird ihr, um zukiinftige Fragen zu entscheiden, derselbe offizielle
Stempel aufgedriickt. Dadurch ist die Aussage als mathematischer Satz gekenn-
zeichnet und dem Zweifel entzogen. Wer dann noch ihre Gewissheit bezweifeln
mochte, muss zeigen, dass der Versuch, der als ihr Beweis anerkannt wurde, in
Wahrheit scheitert und keinen Beweis fir sie darstellt.

Obgleich die Gewissheit bewiesener Behauptungen mit Gemiitszustdnden bestimm-
ter Subjekte in einer gewissen Beziehung steht — der Beweis soll ja iiberzeugen und
als solcher moglichst von allen anerkannt werden —, korreliert sie durchaus nicht
immer mit diesen. Das Nachvollziehen eines Beweises durch ein geeignetes Subjekt
mag zwar oft ,vollige Uberzeugung, die Abwesenheit jedes Zweifels* und mithin
subjektive Gewissheit iiber die Wahrheit des bewiesenen Satzes bewirken.®® Doch
der Versuch, einen Beweis nachzuvollziehen, kann freilich scheitern, sodass das
Subjekt keine Gewissheit erlangt oder sogar irrtiimlicherweise den Beweis anstel-
le des Nachvollzugs fiir gescheitert und den Satz fiir womoglich falsch befindet.
Umgekehrt kommt es vor, dass ein erfolgloser Beweisversuch (d.i. etwas, was die
Kriterien an einen Beweis nicht erfiillt) filschlicherweise fiir ein Beweis gehalten
wird, sodass sich subjektive Gewissheit iiber die Wahrheit einer unbewiesenen
Aussage, womoglich eine Falschheit, einstellt.

Die Gewissheit des mathematischen Satzes ist also keine subjektive, verbiirgt etwa
durch eine besonders klare und deutliche Einsicht (um ein Kriterium aus der Tra-
dition aufzugreifen). Sie ist, wie man geneigt sein konnte zu sagen, objektiv. Was
heisst das aber, etwas sei objektiv gewiss? Dass im Gegensatz zur subjektiven Ge-
wissheit ,ein Irrtum nicht méglich ist“.%! Und ein weiterer wichtiger Unterschied,
auf den Wittgenstein hinweist, ist der, dass sich iiber objektive Gewissheit — , dar-
iiber, ob etwas gewiss ist“52 — streiten lasst. Tatséichlich geschieht es 6fter, als man
vielleicht meinen konnte, dass mit mathematischen Argumenten dariiber gestritten
wird, ob es sich bei dem vorgeschlagenen Versuch, eine Aussage zu beweisen, um

60Wittgenstein, Uber Gewissheit, §194, S.159.
61Wittgenstein, Uber Gewissheit, §194, S.159.
62Wittgenstein, Uber Gewissheit, §273, S.173.
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einen Beweis handelt oder nicht. Hingegen erschiene es aus mathematischer Sicht
vollkommen belanglos, andere von der eigenen Gewissheit (davon, dass man sich
eines bewiesenen Satzes wirklich gewiss genug sei) iiberzeugen zu wollen. Wittgen-
steins Hinweise deuten also in die richtige Richtung, beleuchten aber noch zu wenig
den Zusammenhang zwischen der Uberzeugung Einzelner und der Gewissheit des
mathematischen Satzes. Die Betrachtung zweier entgegengesetzter Szenarien hilft
uns weiter.

Es ist nicht undenkbar, dass der Beweis einer Behauptung, obwohl er irgendwo
auf Papier tatsédchlich existiert, fast allen Mitgliedern der mathematischen Ge-
meinschaft unbekannt geblieben ist, oder dass sie diesem féilschlicherweise das
Beweissein absprechen. Die Situation iiberblickend, wiirde man in solchen Fal-
len sagen, dass der Behauptung die fiir die Mathematik typische Gewissheit fehlt,
auch wenn man sich selbst durch den Nachvollzug des Beweises von ihrer Wahrheit
iiberzeugen und jeden Zweifel beseitigen konnte. Einzelne mégen die Behauptung
zwar zu Recht fiir eine Gewissheit halten, aber weil zu wenige ihren Beweis kennen
oder sich von ihm iiberzeugen liessen, ermangelt es ihr insgesamt doch des offizi-
ellen Stempels, der sie als mathematischen Satz auszeichnete. Umgekehrt kann
es vorkommen, dass eine unbewiesene, ja sogar unbeweisbare Aussage von sehr
vielen Mitgliedern der mathematischen Gemeinschaft fiir bewiesen gehalten wird.
Wer um die Fehlerhaftigkeit des vorgeschlagenen Beweisversuchs wiisste, wiirde
gleichwohl sagen wollen, dass die Aussage keine Gewissheit darstellt und sie falsch-
licherweise in den Rang eines mathematischen Satzes erhoben wurde, selbst wenn
die Anzahl derer, die ihr diesen Rang zusprechen, iiberwéltigend ist.

Offenbar liegt eine Spannung in und zwischen diesen Feststellungen. Es macht den
Anschein, als seien verschiedene Kriterien am Werk, wenn iiber die Gewissheit
mathematischer Behauptungen geurteilt wird. Um diese Spannungen aufzuldsen,
gilt es daher zwei Sachlagen zu unterscheiden und ihren Zusammenhang zu unter-
suchen:
(i) das Vorliegen eines Beweises fiir eine Behauptung, d. h. ei-
nes Texts, Diagramms oder anderer Darstellungen, worin
ihre notwendige Wahrheit gezeigt wird;
(ii) die breite Anerkennung einer Behauptung als mathema-
tischen Satz, d.h. insbesondere die Akzeptanz ihrer Ver-
wendung als Lemma in Beweisen, Definitionen etc.

Normalerweise folgt auf den Beweis einer Behauptung, nach dessen Priifung durch
geeignete Mitglieder der mathematischen Gemeinschaft, bald ihre breite Anerken-
nung als ein neuer Satz der Mathematik. In der Regel zieht also das Eintreten der
ersten Sachlage mehr oder weniger zeitnah das der zweiten nach sich.
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Die vorherigen Betrachtungen haben jedoch gezeigt — und die folgenden Beispiele
aus der Mathematikgeschichte werden es bestatigen — dass es durchaus Ausnahmen
zum normalen Ablauf geben kann. Sollte Fermat einen Beweis fiir den nach ihm
benannten Grossen Satz entgegen aller Wahrscheinlichkeit tatséchlich besessen ha-
ben, dann erfiillte dieser Satz vor 1994 die erste, nicht aber die zweite Bedingung.
In der gleichen, vielleicht nicht ganz so unwahrscheinlichen Lage kénnte sich zur-
zeit die ABC-Vermutung befinden. Womoglich liegt hier aber auch der Fall eines
privaten oder esoterischen ,Beweises® vor.53 Das Vier-Farben-Theorem dagegen
erfiillte elf Jahre lang nur die zweite Bedingung. Obwohl Alfred Kempes Beweis-
versuch von 1879 fiir korrekt befunden wurde und auf breite Anerkennung stiess,
konnte Percy Heawood in einem 1890 veroffentlichten Papier zeigen, dass Kempes
Versuch fehlerhaft, die Vermutung mithin nicht bewiesen war.%4

In Anbetracht solcher Beispiele liegt es nahe, das Kriterium fiir mathematische
Gewissheit an der Erfiillung beider Bedingungen festzumachen: dem Vorliegen ei-
nes Beweises und der breiten Anerkennung als Satz der Mathematik infolge dieses
Beweises. Bewiesene Behauptungen sind demnach erst mit ihrer breiten Anerken-
nung in Stein gemeisselt; breite Anerkennung allein aber reicht nicht aus, ihr muss
ein Beweis zugrunde liegen, damit sich mathematische Gewissheit einstellt. Doch
woher wissen wir, dass sich die mathematische Gemeinschaft in Bezug auf die erste
Bedingung jeweils nicht irrt und in Wahrheit bloss ein fehlerhafter Beweisversuch
vorliegt? Die Antwort auf diese Frage ist freilich, dass sie sich manchmal irrt, wie
dies zum Beispiel beim Vier-Farben-Theorem zwischen 1879 und 1890 der Fall
war. Dies er6ffnet jedoch nicht die Moglichkeit, dass sich alle immer geirrt haben
und sich eines Tages herausstellt, dass niemandem je ein richtiger Beweis gelungen
ist und also alle mathematischen Sétze, die man fiir bewiesen hielt, in Wahrheit
ihres Beweises noch harren.

Gedankenspiele wie diese entspringen der konfusen Vorstellung eines Beweisbe-
griffs, der — obschon wir seine Anwendungskriterien zu beherrschen glauben —
unseren bisherigen Gebrauch tibersteigt. Dem steht die tatséchliche Anwendung
des Begriffs innerhalb einer Praxis des Beweisens entgegen, die sich in vieler Hin-
sicht bewéhrt hat. Eine der Annahmen, die dieser Praxis zugrunde liegt, ja sie
in der Form, wie sie gelebt wird, iberhaupt erst ermdoglicht, ist die, dass sich die
breite Anerkennung eines mathematischen Satzes im Regelfall aus dem priifenden
Nachvollzug eines entsprechenden Beweises ergibt und nur in seltenen und — das
ist der ausschlaggebende Punkt — korrigierbaren Féllen infolge eines mangelhaften
Versuchs.

63Vgl. Castelvecchi (2020).
64vgl. Wilson (2014, Kap. 5-7).



Uber Beweis, Wahrheit und Gewissheit in der Mathematik 35

Von dem radikalen Zweifel, der einer philosophischen Behandlung bedarf, lasst sich
also ein pragmatischer Zweifel unterscheiden, der seine Berechtigung im Wissen
um die punktuelle Fehlbarkeit der mathematischen Gemeinschaft hat. Ein Weg,
pragmatische Zweifel auszurdumen, besteht darin, immer neue und, wenn méglich,
immer klarere, einfachere, iibersichtlichere Beweise fiir die fragliche Aussage zu ge-
ben, bis die Moglichkeit, dass sich alle vorgelegten Versuche als fehlerhaft erweisen,
praktisch ausgeschlossen werden kann und auch in den letzten Zweiflern die un-
erschiitterliche Gewissheit dariiber herangereift ist, dass es sich um eine Wahrheit
handelt. Man kénnte daher annehmen, dass vielfaches Beweisen desselben Satzes
hauptséchlich dem Bestreben geschuldet sei, die Erfiillung der ersten der obigen
Bedingungen, d.i. das tatsdchliche Vorliegen eines Beweises, sicherzustellen. Der
Blick in die Mathematikgeschichte zeigt jedoch, dass dies nicht zutrifft. So wurden
zum Beispiel die immer neuen Bemiithungen, den Primzahlsatz zu beweisen, auch
dann noch fortgesetzt, als es an den vorliegenden Beweisen ldngst nichts mehr zu
bezweifeln gab und sich die Aussage selbst zu einem anerkannten und als solchen
verwendeten Satz verfestigt hatte. Offenbar ging es hier nicht darum, letzte Zweifel
an der Gewissheit des Satzes zu beseitigen, sondern womdglich darum, ein tieferes
Verstdndnis zu erlangen (wie im dritten Abschnitt bereits angedeutet wurde).

Eine zweite Annahme, die der mathematischen Beweispraxis zugrunde liegt (und
die auch bereits im dritten Abschnitt erwihnt wurde), ist die, dass Beweise in der
Regel tiberzeugen: dass also, nachdem ein Beweis vorgelegt wurde, dieser nicht
nur die nétige Verbreitung findet und einer Priifung unterzogen wird, sondern die
Schliisselpersonen der jeweiligen Disziplin von der Wahrheit der bewiesenen Be-
hauptung auch iiberzeugt. Wére dem nicht so, konnte die Mathematik nicht sein,
was sie ist — wére sie vielleicht der Philosophie dhnlicher. Unter diese zweite Grun-
dannahme fallt nun auch die Forderung der Mitteilbarkeit und Nachvollziehbarkeit
von Beweisen (auf die im ersten Abschnitt hingewiesen wurde). Denn, was nur ei-
nem Subjekt oder einem esoterischen Kreis von Eingeweihten verstdndlich bleiben
muss, hatte zur Praxis des Beweisens nichts beizutragen.
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