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| Wie sich zahlen lasst

Ethnologisches

§1 Am Abend, bevor die Sonne untergeht, treibt der Hirte seine Schafe zusammen
und bringt sie zu ihrem Schutz zuriick in die Stallung. Um sicherzugehen, dass keines
fehlt, lasst er jedes Schaf einzeln das Tor zum Stall passieren. Dabei héilt er in der
rechten Hand einen Stock, in den er bereits vor einiger Zeit flir jedes Schaf, das er
besitzt, eine Kerbe eingeritzt hat. An einem der beiden Enden beginnend, fihrt er nun
mit dem Daumen der rechten Hand iiber das Kerbholz. Fiir jedes Schaf, das in den Stall
tritt, ldsst er seinen Daumen zur néchsten Kerbe gleiten. Erreicht er mit dem letzten
Schaf das andere Ende des Kerbholzes, hat er seine Arbeit gut getan. Bleiben dagegen
unbetastete Kerben iibrig, wird er sich notgedrungen auf die Suche nach den fehlenden

Schafen machen.

§2 Man wird sich vielleicht fragen, ob der Hirte aus Langeweile sich ein solches Kerb-
holz zurechtgeschnitzt hat und darauf nicht nur die Zahl seiner Schafe, sondern auch
andere Dinge, in kunstvollen Verzierungen und zu anderen Zwecken, festgehalten hat.!
Denn er hétte sie einfach in Worten zéhlen und sich das zuletzt erreichte als das Zeichen
ihrer Anzahl einprigen kénnen; anstatt allabendlich mit seinem Daumen tiber die Ker-
ben zu fahren, wére sozusagen seine Seele der Zahlwortreihe entlang geglitten. Denkbar
sind indes auch andere Beweggriinde.

Der Wortschatz vieler australischer Sprachen umfasst tatséchlich nur wenige Elemen-
te, die sich als Zahlworter klassifizieren lassen;? so heisst es mitunter von der Sprache
der Warlpiri, sie verfiige tiber nicht mehr als vier (unzusammengesetzte) Numeralia,
die ihrer Bedeutung nach unseren Wortern ,eins‘, ,zwei‘, ,einige’ und ,viele‘ entspre-
chen.? Oft wird den Sprechern aufgrund solcher Befunde kurzerhand jegliches iiber die
vermeintliche Grenze ihrer Zahlwortreihe hinausreichende Zahlvermégen abgesprochen,
und das obschon in der ethnographischen Literatur immer wieder nicht-verbale Metho-
den zur prizisen Ermittlung von Anzahlen beschrieben worden sind.* Ein gerade bei

Ureinwohnern Australiens bis heute verbreitetes Vorgehen, um bestimmte Zahlangaben

'Fiir eine reiche Ubersicht tiber verschiedene Arten von Kerbhéolzern, ihre unterschiedlichen Verwendun-
gen sowie Weiterentwicklungen zu Zahlnotationen sei auf Menninger (1958, Bd. 2, S. 26-55) verwiesen.

*Vgl. Bowern und Zentz (2012).

3Vgl. Hale (1975). Im Gegensatz zu Bowern und Zentz (2012) werden diese vier Worter in Hale (1975)
nicht als Numeralia, sondern als unbestimmte Determinantien klassifiziert, u. a. deshalb, weil sie beim
Zahlen nicht (oder zumindest nicht in ihrer paradigmatischen Anordnung) angewandt werden (vgl.
Hale (1975, S.295)).

*Vgl. Harris (1982).



zu machen, ist es, begleitet von erklirenden Worten Striche in den Sand zu ziehen;®
auf Groote Eylandt konnte die Zuhilfenahme von Kieselsteinen beim Zéhlen beobachtet
werden.® Ferner ist der Gebrauch von Kerbhélzern (sog. <message sticks)), anhand derer
Nachrichten — z. B. die Zahl der zu einem bestimmten Anlass geladenen Géste betreffend
— iiberbracht wurden, spéatestens seit Ende des vorletzten Jahrhunderts in der Litera-
tur bezeugt.” Ahnliches wird auch aus anderen Weltgegenden berichtet. In dem fiir die
Zahlzeichenkunde klassisch gewordenen Buch Zahlwort und Ziffer fihrt Menninger, frei-
lich ohne seine Quelle preiszugeben, das Beispiel eines Verfahrens an, das er gliedweise

Zuordnung nennt:®

Auf Ceylon leben die Wedda, ein sehr tiefstehendes Naturvolk. Wenn ein Wedda Niisse zéhlen soll,
nimmt er einen Haufen Stdbchen. Einer Kokosnuss héngt er nicht ein Zahlwort an, sondern ein Stab-
chen: eine Nuss — ein Stdbchen; dazu sagt er jedesmal: <das ist eins). Soviel Niisse, soviel Stdbchen;
denn Zahlworter hat er keine. Kann er deshalb nicht zéhlen? Doch. Er tibertrigt die vorgelegte Men-
ge der Niisse in die Hilfsmenge der Stdbchen. Kann er feststellen, ob ihm jemand eine Nuss gestohlen
hat? Ja; er ordnet wieder gliedweise Nuss und Stdbchen zueinander, bleibt ein Stdbchen {ibrig, so
fehlt eine Nuss. Kann er sagen, wieviel Niisse er hat? Nein, denn er hat keine Worter dafiir; er muss

den Haufen Stidbchen zeigen und sagen: (Soviell»

Unser Hirte konnte also einer Gruppe von Menschen angehéren, deren Sprache zwar
flir das Zahlen einer Schafsherde nicht geniigend Zahlworter zur Verfiigung stellt, die
sich aber, wenn es ihnen nétig erscheint, sehr wohl mit Kerben, Strichen oder Stdbchen

auszuhelfen wissen.

§3  Wahrscheinlicher ist, dass die Sprache unseres Hirten mehr Zahlworter kennt, als
dieser fiir das Zéhlen seiner Schafe jemals bendtigen wiirde, dass aber in seiner Kultur
das Ziahlen mit einem Tabu belegt ist; denn Zdhltabus finden sich iiber den gesamten
Erdball verteilt, in den unterschiedlichsten Kulturgebieten und zu allen Zeiten.? Zumeist
betreffen sie das Zéhlen von Menschen, Tieren und Nahrung, bisweilen auch von Geld

oder Zeiteinheiten; ein Tabubruch tritt als Ursache oder boses Vorzeichen auf, in deren

5Vgl. Roth (1897, S.26), Strehlow (1944, S.103), Harris (1982, S. 165).

5Vgl. Stokes (1982, S.41).

"Vgl. Howitt (1889), Roth (1908, S.97f). Howitt berichtet, es werde nur bei geringer Zahl geladener
Gaste fiir jeden einzelnen eine Kerbe in das Holz geritzt (vgl. S.319).

8Menninger (1958, Bd. 1, S. 43). Die Behauptung, wonach die Sprache der Vedda keine Zahlworter kennt,
scheint keineswegs gesichert; vgl. hierzu Parker (1909, S. 85-9), Seligman und Seligmann (1911, S. 412)
und Hartner (1943, S. 285). Vgl. ferner Hammarstrom (2010, S. 17-22) fiir eine Liste weiterer Sprachen,
von denen in der Literatur behauptet wird, sie verfiigten iiber keine Zahlworter fiir Anzahlen iiber
Eins.

9Vgl. fiir diese Feststellung und folgende Ausfithrungen Frazer (1918, S.555-63), Seidenberg (1962,
S.14-7), Zaslavsky (1999, S.52f, 255f). Es gilt vielleicht anzumerken, dass Frazer diesbeziiglich von
einer aversion to count und nicht von Tabus spricht, obschon er diesen Begriff an anderen Stellen
gebraucht.



oder dessen Folge der Tod gezédhlter Lebewesen oder das Aufkommen von unbestimm-
tem Unheil erwartet wird. Nicht {iberall jedoch sind dieselben Handlungen betroffen.
Mancherorts ist es lediglich untersagt, die genaue Anzahl einer Menge anzugeben, was
verschiedene Wege, das Verbot zu umgehen, offenlésst. Danach gefragt, wieviele Schafe
er besitzt, kann der Bewahrer eines solchen Tabus schlicht eine falsche — zur Sicherheit
eine von der korrekten weit abweichende — Zahl angeben, um drohendes Unheil abzu-
wenden, oder er kann versuchen, den Fragenden mit einer ungefihren Angabe zufrieden
zu stellen; sollte er jedoch die genaue Anzahl kundtun wollen, wiirde er vielleicht, in
der Hoffnung sein Gegeniiber erblicke die Absicht dahinter, das néchstkleinere Zahlwort
nennen oder, wie es die kenianischen Kikuyu'? tun, ein eigens hierzu eingesetztes Wort —
bestehend aus einem jeweils in bestimmtem Abstand zum verbotenen liegenden Zahlwort
und einem den besonderen Gebrauch markierenden Zusatz — verwenden.

Andernorts ist dagegen das Zahlen entlang der iiblichen Zahlwortreihe untersagt; da
kann sich der geschilderte Gebrauch eines entsprechend praparierten Kerbholzes, sofern
nicht als Zahlen aufgefasst, als durchaus niitzlicher Ausweg erweisen, um trotz Verbot die
nétigen Uberpriifungen vorzunehmen. Kénnte nicht ebenso das Zihlen mit den Fingern
oder das in Papua-Neuguinea verbreitete body-counting'! aus dem Bestreben heraus,
ein <tabu on vocal counting) zu umgehen, entstanden sein?'? Wo solche Auswege, aus
welchen Griinden auch immer, versperrt sind, haben die Menschen andere Fahigkeiten
entwickelt, die es ihnen erlauben, bei eigentlich uniiberschaubar grossen Mengen das
Fehlen eines Individuums zu registrieren; so etwa die Kikuyu: «A Kikuyu boy is given
a rigorous training in animal recognition. As a test, two or three herds are mixed, and
he is expected to select the animals belonging to his own family. Or several animals are
hidden, and the child is asked to inspect the herd and report the missing members. If
he makes an error, his tutor asks him to point out that specific animal in the herd.»'?
Mit der Fahigkeit, die richtigen Tiere auszuwédhlen und von anderen in der Umgebung
abzusondern, sollte auch unser Hirte ausgestattet sein; dank des speziellen Verfahrens,
das er anwendet, muss jedoch nicht jedes seiner Schafe fiir sich selbst Trager eines Biindels
von mit blossem Auge erkennbaren Merkmalen sein, durch das es gegeniiber allen anderen

Tieren aus der Gruppe ausgezeichnet ist.

10Vgl. Githuku (2001, S.115).

1vgl. Owens (2001).

2Dies zumindest wird in Seidenberg (1960, S.270) als These aufgestellt.

13Zaslavsky (1999, S.255). Vergleichbare Fahigkeiten in Bezug auf ihre Hunde wurden den siidameri-
kanischen Abiponen zugeschrieben, von denen es bei Menninger weiter heisst, sie hdtten selbst nur
drei Zahlworter und zeigten «den grossten Widerstand, von dem Weissen eine Zéahlreihe zu lernen»
(Menninger (1958, Bd. 1, S.21)).



§4 Gerne wiirde man nun den Hirten fragen, warum er denn glaube, dass der Tod
seine Tiere ereilen wiirde, wenn er sie zdhlte, und dass bei Gebrauch des Kerbholzes da-
gegen kein solches Unheil drohe. Frazer scheint sich fiir diese Fragen nicht sonderlich zu
interessieren. Zwar geben manche der Quellen, die er in Folk-lore in the Old Testament
flir sich sprechen lésst, erste Ansétze von Begriindungen; so berichtet eine darunter von
der Furcht der afrikanischen Bakongo, bose Geister konnten das Zahlen horen und ihr
unheilvolles Auge auf die gezdhlten Dinge richten, wihrend in Europa anderen Quel-
len zufolge Waldfrauen und Feen das (ungleich geringere) Unheil anrichten. Insgesamt
aber hilt Frazer die Zahlverbote schlicht fiir merkwiirdigen Aberglauben.'* Und gewiss,
nicht jedes Glauben ist zugleich ein Meinen. Die Frage nach dem Warum darf nicht
dariiber hinwegtduschen, dass Menschen oft etwas glauben, ohne dafiir eine Begriindung
bereitzuhalten oder auch nur das Bediirfnis nach einer solchen zu verspiiren. Gerade die
Spérlichkeit und unfertige Gestalt der erwdhnten Ansétze spricht dafiir, sie als Verle-
genheitsantworten zu betrachten. Das lasst sich noch deutlicher daran erkennen, dass
die Bewahrer des Tabus ihre damit verbundenen Anschauungen auch dann nicht aufge-
ben, wenn begriindete Zweifel gedussert oder berechtigte Anliegen vorgebracht werden.!?
Denn sie unterlassen nicht aus Uberzeugung, sondern aus Gewohnheit; eingewurzelte Ge-
wohnheiten aber lassen sich dem Boden, dem sie entwachsen sind, nur schwer entreissen.

Indem Frazer die Zdhlverbote als auf schierem Aberglauben beruhende Dummbhei-
ten'® hinstellt, tut er im Grunde nichts anderes, als lediglich seine Aversion gegeniiber
etwas, das im Widerspruch zu seiner eigenen Weltsicht steht, kundzutun.!'” Das Ei-
staunliche an seiner Auflistung von Zahlverboten lasst er damit génzlich unberiihrt: das
offenbar weltweite Vorkommen verbliiffend &hnlicher Verbote und Anschauungen. Eine

Bemerkung Wittgensteins iiber ein anderes Buch Frazers trifft hier gleichermassen zu:'®

<Und so deutet das Chor auf ein geheimes Gesetz> mdéchte man zu der Frazer’schen Tatsachensamm-

lung sagen. Dieses Gesetz, diese Idee, kann ich nun durch eine Entwicklungshypothese darstellen

1ygl. Frazer (1918, S. 556, 563).

5Dijese Beharrlichkeit hat besonders in Afrika offenbar wiederholt zu Auseinandersetzungen mit den
kolonialen Verwaltern gefiihrt (vgl. Frazer (1918, S.556, 558), Zaslavsky (1999, S.53)). Im prikolo-
nialen Afrika dagegen wurden Zahlungen, die fiir das Erheben von Steuern unabdingbar sind, indirekt
durchgefiihrt. Im Koénigreich Dahomé mussten die Einwohner fiir jedes Stiick Vieh, das sie besassen,
eine Kaurimuschel abgeben; die Muscheln wurden dann anstelle des Viehs gezahlt (vgl. Zaslavsky
(1999, S.521)).

16Wittgensteins Urteil, wonach Frazer «alle diese Gebrauche endlich so zu sagen als Dummbheiteny»
darstelle, ist auch hier zutreffend (vgl. BF, S.235). Die Bewahrer von Zihlverboten spricht Frazer
als <ignorant people; an; das hdufige Vorkommen solcher Verbote (among the black races of Africa)
scheint sich da nur zu gut ins Bild einzufiigen (vgl. Frazer (1918, S.556)).

17ygl. Schulte (1990, S.43).

BBFE S.241.



oder auch, analog dem Schema einer Pflanze, durch das Schema einer religiosen Zeremonie, oder

aber durch die Gruppierung des Tatsachenmaterials allein, in einer ,dbersichtlichen’ Darstellung.

Uniibersichtlich ist Frazers Auflistung freilich nicht; immerhin macht er regen Gebrauch
von Marginalia. Trotzdem ist ihre Ubersichtlichkeit keine im Sinne Wittgensteins, da sie
es versdumt, die aufgelisteten Verbote zusammen mit anderen Briauchen und Anschau-
ungen in ein allgemeines Bild zu fassen, an dem wesentliche Zusammenhénge sichtbar
wiirden — ein Bild, das sie nicht als Dummbheiten oder nachweisliche Irrtiimer hinstellt,
sondern als nachvollziehbare Gebrauche erweist. Gerade die aberglaubischsten Anschau-
ungen, die gleich toten Metaphern als entzauberte Riickstidnde einst lebendiger Rituale
in Gebrauch geblieben sind, bediirften einer solchen Umstellung.

In ,The ritual origin of counting‘ unternimmt Seidenberg den Versuch einer Umstel-
lung, indes nicht durch eine (Gruppierung des Tatsachenmaterials in einer iibersicht-
lichen Darstellung, wie sie vielleicht Wittgenstein vorschwebte, sondern, um in seiner
Redeweise zu bleiben, durch eine Entwicklungshypothese {iber den Ursprung des Zéahlens
iiberhaupt: «Counting was invented in a civilized center, in elaboration of the Creation
ritual, as a means of calling participants in ritual onto the ritual scene, once and only
once, and thence diffused.»'” Das urspriingliche Schépfungsritual skizziert Seidenberg in
groben Ziigen als eine um Tod und Wiedergeburt kreisende Abfolge ritueller Handlungen,
an deren Anfang die nacheinander erfolgende Anrufung je zweier Teilnehmer bei ihrem
Namen und deren paarweise Prozession stehen. Die daraus hervorgehende Namenreihe
deutet er als das erste Zahlwortsystem {iberhaupt; wo diese ,,Zdhlnamen“ im Verlauf
von Sakularisierungsprozessen ihre alte Bedeutung verloren, den rituellen Gebrauch je-
doch beibehalten haben, erfolgt die Anrufung der Teilnehmer demnach durch Zahlen. In
seiner archaischen Auspriagung enthalte das Schépfungsritual als zentrales Moment die
Opferung des ersten Teilnehmerpaares, d.i. eines Mannes und einer Frau (sthe divine
King and Queen»); die daran anschliessenden Anrufungen, sofern solche erfolgen, seien
als Wiederholungen dieses ersten, makabren Aktes zu verstehen, bei denen nicht noch
einmal dieselben Namen, sondern Zusammensetzungen aus den ersten beiden gebraucht

wiirden.?Y Um nun in der Fortsetzung des Rituals weitere menschliche Opfer zu vermei-

19Seidenberg (1962, S.37). Vgl. fiir die folgenden Ausfithrungen zudem S.10f und 21-3.

20 Als Indiz hierfiir wertet Seidenberg das periphere Vorkommen von Zahlwortsystemen auf Zweierbasis;
in solchen Systemen wird das dritte Glied aus einem Vorkommnis des ersten und einem Vorkommnis
des zweiten gebildet, das vierte aus zwei Vorkommnissen des zweiten, usw. (vgl. auch Seidenberg
(1960, S.216, 219-25)). Die Bestimmung der Basis richtet sich danach, dass bereits nach der zweiten
Stelle in der Zeichenreihe ein Wechsel im Zeichenbildungsprinzip stattfindet: Das dritte Zahlwort wird
nicht als weiteres Grundzeichen eingefiihrt, sondern aus den beiden bereits vorhandenen gebildet. Der
zugrundeliegende Basisbegriff ist somit ein rein syntaktischer (vgl. hierzu Biichi (2011, S.127-33)).



den, erhélt jeder weitere Teilnehmer einen Gegenstand (ein Tier, ein Geldstiick, einen
Stein o. dgl.) zugeordnet, der sodann an seiner Stelle angerufen und geopfert wird.

An dem Bild, das Seidenberg entwirft, ldsst sich nachvollziehen, wie das Aufsagen
der Zahlworter ihrer Reihe nach — das Zéahlen also — in einer Gesellschaft, zu deren le-
bendigem Brauchtum Rituale dieser Art gehdrten, als letale Gefahr fiir die gezéhlten
Lebewesen angesehen werden konnte. Das Interessante daran — und darin stimme ich
mit Wittgenstein?! iiberein — ist nicht, ob das entworfene Bild den historischen Bege-
benheiten entspricht, d. h. ob das Zahlen tatsachlich aus einem solchen Schépfungsritual
hervorgegangen ist, sondern ob es daraus hervorgegangen sein kénnte. So besehen lasst
sich sagen, dass ihm das Bild insgesamt wohl gelungen ist, obgleich an den Réndern
FEiniges noch seltsam anmutet. Unbeleuchtet bleiben insbesondere jene Anschauungen,
die das Ersetzen des Menschenopfers durch eine andere, stellvertretende Opfergabe be-
dingen; es sind dieselben Anschauungen, die auch der Moéglichkeit zugrundeliegen, das

Zihltabu durch den stellvertretenden Gebrauch eines Kerbholzes zu umgehen.??

Die Regeln des Zahlens

§5 Wo das Zéhlen von Vieh mit einem Tabu belegt ist, kann das Verhalten unseres
Hirten nur geduldet werden, wenn es nicht als ein Zdhlen von Schafen aufgefasst wird.
Wie aber liesse sich diese Auffassung begriinden? Eine Moglichkeit bestiinde darin zu-
zugeben, dass er zdhlt, dem jedoch anzufiigen, er zdhle nicht seine Schafe, sondern an
deren Stelle die Kerben an seinem Stock. In der Schilderung seines Handelns (geméss
§1) ist eine Zéhlung der Kerben indes nirgends angedeutet; und es besteht auch kein
Grund zu der Annahme, das Unterfangen, welches er verfolgt, wiirde dies erfordern. Eine
andere Antwort, die ohne diese Annahme auskommt, wére es darauf hinzuweisen, dass
der Hirte bei seinem Tun keine Zahlworter in den Mund nimmt, und zugleich daran zu
erinnern, dass Seidenbergs Bild die Quelle der Gefahr in einem Missverstédndnis verortet:
Das Aufsagen der tiblichen Zahlworter beim Zéhlen von Lebewesen kénnte entgegen der
Absicht des Zéhlenden als deren Anrufung auf die Biihne eines blutigen Rituals verstan-
den werden. Wer dagegen den gesprochenen Gebrauch dieser Worter vermeidet, miisste
nicht um seine Tiere fiirchten. Diese zweite Antwort mag jene befriedigen, die auf der
Suche nach einem Weg um das Tabu herum sind, auf den Zahlbegriff jedoch wirkt sie

entsprechend einengend; weder stummes Zahlen — das Gleiten der Seele entlang der Zahl-

21ygl. BF, S.252. Wittgenstein sagt (auf S.242) auch, er kénne die Entwicklungshypothese «als weiter
nichts sehen, als eine Einkleidung eines formalen Zusammenhangs.»

221n ihrem Bericht iiber das Konigreich Dahomé (siehe Anm. 15) erwahnt Zaslavsky den Brauch, wonach
jedes Tier, fiir das eine Kaurimuschel abgegeben wurde, zuerst mit dieser Muschel in Beriihrung
gebracht werden solle, um die Gefahr auf sie zu iibertragen.



wortreihe — noch das Zahlen entlang anderer Wortreihen wiirden als Arten des Zéhlens
zugelassen. Aus dem algerischen Oran ist indes ein Zahlritual iiberliefert, bei dem das
Korn nur durch eine im Zustand zeremonieller Reinheit befindliche Person und ohne di-
rekten Riickgriff auf die tiblichen Zahlworter abgezéhlt wird: «elle s’exprime ainsi: bismi
Lllgh (au nom de Dieu), pour ,un‘; barkatein (deux bénédictions), pour ,deux‘; d’eifat
en nabi (hospitalité du Prophete, c’est-a-dire de 3 jours), pour ,trois‘; nerbah’ou®, in
cha’ Allah (nous gagnerons, s'il plait a Dieu), pour ,quatre‘; fi ‘ain Iblis (dans Peeil’ du
Diable), pour ,cing‘; fi ‘ain ouldou (dans I'ceil de son fils), pour ,six‘; ech cheb‘a* men
‘and Allah (c’est Dieu qui nous rassasie), pour ,sept‘, etc. ...jusqu’a ,douze‘, pour lequel
on dit: el kemdal ‘ala rebbi (la perfection pour Dieu)».?> Wird hier nicht gezéhlt?

Dennoch kénnte man sich darauf versteifen, unter den Begriff des Zédhlens ausschliess-
lich Handlungen, bei denen die {iblichen Zahlworter ihrer Reihe nach zur Anwendung
kommen, fallen zu lassen. Und zunéchst liesse sich nichts dagegen einwenden: Klar kann
dort die Grenze gezogen werden! Sie darf bloss nicht zu der Annahme verleiten, es ent-
spreche ihr eine Beschrankung im gewohnlichen Gebrauch des Wortes ,zéhlen‘. Denn
dies anzunehmen wére schlichtweg falsch. Von dem Bahnangestellten, der fiir jede Per-
son, die den Waggon besteigt, einmal den Knopf eines kleinen mechanischen Geréts in
seiner Hand betétigt, wiirden wir natiirlich sagen, dass er diese Personen zéhlt — und
zwar ungeachtet dessen, ob er dabei der Zahlwortreihe stumm entlang gleitet oder nicht;
das Gerét, das ihm dabei behilflich ist, nennen wir denn auch fiir gewthnlich einen Hand-
zéahler. Naher noch bei unserm Hirten bewegt sich der Kellner, der beim Aufnehmen von
Bestellungen Strichlisten in seinen Notizblock zeichnet. Ist sein Handeln als ein notieren-
des Zéahlen nicht trefllichst beschrieben? Das Vorgehen des Hirten bei der Zubereitung
seines Stocks wére demnach wohl ein kerbendes Zahlen — oder, wie es im Englischen
heisst, ein tallying — zu nennen.

Ferner wiirde die kiinstlich beschrinkte Auffassung dessen, was Zéahlen ist, leichtfertig
von der Definition einer Wortart abhéngig gemacht, zu deren wesentlichen Merkmalen
es gehort, die Bezeichnung einer Zahl oder sonstigen Quantitit zu sein.?* Von philoso-
phischem Interesse ist jedoch nicht der Weg, der von der Zahl iiber das Zahlwort zum

Zghlen fithrt, sondern der in die Gegenrichtung verlaufende. Aus diesem Grund konn-

Doutté (1909, S.179f). In der ersten und dritten Fussnote weist Doutté auf Alliterationen mit der
Waurzel von ,vier (raba’a) bzw. von ,sieben‘ (saba’a) hin; in der zweiten bemerkt er eine Anspielung
auf die magischen Kréfte, die den fiinf Fingern der Hand nachgesagt werden. Mindestens einige der
Worter, die hier zur Anwendung kommen, weisen also eine Verbindung zu den eigentlichen Zahlwor-
tern der Sprache auf. Das Beispiel ist auch in Frazers Auflistung erwéahnt (vgl. Frazer (1918, S. 558));
andere Beispiele dieser Art finden sich im jidischen Kulturkreis (vgl. Seidenberg (1962, S.8, 20),
Zaslavsky (1999, S.52)).

24Vgl. Eintrag ,Numerale' in Bussmann (2008).



te Weierstrass eine in die Arithmetik einfiihrende Vorlesung mit den Worten beginnen:
«Die Arithmetik hat keine andere Voraussetzung als den Begriff der Zahl. Was aber die
Zahl ist, machen wir uns klar, indem wir uns vergegenwértigen, was wir thun, wenn wir
zihlen»?®, und nicht umgekehrt: ,Was aber das Zihlen ist, machen wir uns klar, indem
wir uns vergegenwartigen, was Zahlen sind.“ Nicht die Zahl ist das zunéchst Klarere, das
Vertrautere, sondern das Zahlen.

Wenn das Zéahlen ein Messen ist, bei dem gleichsam ein Massstab an die Wirklichkeit
gelegt wird, liegt das, was es in seinem Wesen ausmacht, nicht zuerst in der materiellen
Beschaffenheit des angewandten Massstabs, sondern in den Regeln seiner korrekten An-
wendung. Es sind diese Regeln, welche dann die Vielfalt dessen, was als Massstab beim
Zghlen angewandt werden kann, eingrenzen. Das Beispiel aus Oran lehrt uns, dass nicht
nur Zahlworter als Zahlworter in Frage kommen, und das Hirtenbeispiel, dass es beim
Zghlen nicht zwingend der Worte bedarf. Ob etwas als Zahlzeichen in Frage kommt, ist
also weder durch die Medialitdt noch durch die Bedeutung oder die Zugehorigkeit zu
einer bestimmten Wortart bedingt; es zeigt sich darin, dass es beim Z&hlen angewandt
werden kann. Jedoch folgt daraus, dass ein Werkzeug in bestimmter Weise und zu einem
bestimmten Zweck angewandt werden kann, weder, dass es immer nur in dieser Weise
Anwendung fand, noch dass es zu diesem Zweck entwickelt worden ist. Seidenberg stellt
zu Recht die Frage: «[HJow can one ask <How many?> until one knows how to count?»26
Die funktionalistische ,,Erklarung®, wonach der beim Zahlen zur Anwendung kommende
Mechanismus erfunden worden sei, um das Bediirfnis von Hirten nach mehr Sicherheit
zu befriedigen, halte ich deshalb fiir Unsinn. Es scheint mir vielmehr, als miisste dieser
Mechanismus — mitsamt einer auch fiir Zédhlungen geeigneten Zeichenreihe — zu anderen
(z.B. rituellen) Zwecken schon in Gebrauch gewesen sein, ehe er sich dann — vielleicht
bei sanfter Anpassung der alten Anwendungsregeln — als einer neuen Anwendung und

neuen Zwecken zuganglich erwies.

§6 Die Schilderung des Hirtenbeispiels stellt jenes an das Eintreten der Schafe in
den Stall eng gekoppelte Gleitenlassen des Daumens entlang des Zéhlstocks klar in den
Vordergrund; gleichwohl sind drei weitere Handlungen erwédhnt: das Zusammentreiben
der Schafe, das Kerben des Stocks und die (allfdllige) Suche nach den fehlenden Schafen.
Alle vier hdngen offenbar miteinander zusammen. Der geschilderte Gebrauch des Stocks
setzt einerseits dessen Kerbung voraus, andererseits — und in einem anderen Sinne —

erfordert er eine versammelte Schafsherde, an der die Zahlung durchgefiihrt werden kann;

**Mittag-Leffler (1920, S.157).
#6Seidenberg (1962, S. 2).



das Ergebnis der Zdéhlung wiederum bestimmt, ob nach fehlenden Schafen gesucht wird
oder nicht. Es wird sich, um den Zusammenhang ganzheitlich darzustellen, als dienlich
erweisen, zuerst das Kerben des Stocks zu betrachten; auf die anderen Handlungen wird
sich erst im zweiten Abschnitt eingehen lassen.

Mit dem Kerben des Stocks schnitzt sich der Hirte — um das Bild vom Zéahlen als
einem Messen wieder aufzunehmen — einen Massstab zurecht; damit der einst seinen
Zweck erfiillen kann, hat dies nach bestimmten Regeln zu erfolgen. Wer sich gewohnt
ist, so zu zdhlen, wie wir das {iblicherweise tun, wiirde nicht lange z6gern und ihm dies
anraten: ,Ritze fiir jedes Schaf, das du besitzt, und fiir kein anderes eine und nur eine,
je eigene Kerbe in deinen kiinftigen Zahlstock.“ In ihre Einzelteile zerlegt lautet die
Vorschrift:

(1) Fiir jedes Schaf, das du besitzt, sollst du eine Kerbe einritzen;

(2) fiir kein Schaf, das du nicht besitzt, darfst du eine Kerbe ein-
ritzen;

(3) fiir kein Schaf darfst du mehr als eine Kerbe einritzen; und

(4) fiir keine zwei Schafe darfst du ein und dieselbe Kerbe einrit-

zen.

Hat sich der Hirte an diese Regeln gehalten, wird er einen Stock hervorgebracht haben, in
den gleich viele Kerben geritzt sind, wie seine Herde Schafe zéhlt. Um nach der Geburt
eines Lamms die Ubereinstimmung wiederherzustellen, muss er lediglich eine weitere
Kerbe in den Stock ritzen; verendet dagegen ein Tier, wird er vielleicht versuchen, eine
abzutragen.?” Diese bei Bedarf stets aufs Neue wiederhergestellte Ubereinstimmung wird
es ihm ermoglichen, in Zukunft nachzupriifen, ob die gerade vor ihm versammelte Herde
weniger, mehr oder gleich viele Schafe zéhlt wie nach der letzten Priifung.

Leichthin liesse sich jetzt sagen, unser Hirte gebrauche den dann fertigen Stock als
Massstab, um die Herde zu messen; dariiber kénnte aber fast vergessen gehen, dass er
ihn allein auf seine Herde (oder auf Teile davon) anwendet und nicht, wie es fiir einen
Massstab iiblich ist, als allgemeinen Standard, an dem verschiedene Gréssen derselben
Art gemessen werden. Vorsichtiger wére es daher lediglich zu sagen, er habe sich ein Bild
seiner Herde geschnitzt — nicht ein ganzheitliches, das sie in ihrer ganzen Vielfalt erfasst,
sondern ein beschrianktes, das nur einen bestimmten Zug hervortreten lisst, indem es mit
ihr diesen einen Zug gemeinsam hat. Diesen teilt sich das Kerbholz natiirlich nicht nur
mit der Herde des Hirten, sondern mit allerlei Horden, Rotten und Scharen von Dingen;

unzahlige andere Ansammlungen jedoch weisen gerade diesen Zug nicht auf, und auf jene

#TyVgl. Menninger (1958, Bd. 2, S.31f) iiber das Abkerben.



letzteren lisst sich das Kerbholz deswegen nicht in derselben Weise anwenden. Ahnliches
findet sich in Goodsteins Text iiber das Zahlen ausgedriickt, wo es heisst: « The tally stick
shows not only the flock, but also all the individual parts which make up the flock», was
ihn, den Kerbstock, gleich einer Kopie der Herde erscheinen lasse.?® Wir konnen uns
hier damit begniigen, jenen geteilten Zug — ohne viel darin hineinlegen zu wollen — unter
einen naiven Begriff der Anzahl zu stellen.

Indem er seinen Daumen wie in § 1 geschildert dem Stock entlang gleiten lésst, priift
unser Hirte also, ob die Viehansammlung vor dem Stall dieselbe Anzahl aufweist wie
die Kerbfolge, die er abtastet; stimmt das Bild mit der Ansammlung iiberein, wird er
daraus schliessen, dass sich nach der Zahlung gleich viele Tiere im Stall befinden, wie
seine Herde zuletzt Schafe gezahlt hat. Zuléssig sind solche Riickschliisse indes nur, wenn
die Uberpriifung nach Regeln erfolgt, die denen der Kerbung entsprechen; dabei wird
auch die Form des eingeritzten Kerbmusters zu beriicksichtigen sein. Das Muster auf dem
Stock des Hirten hat, wie aus der Schilderung seines Gebrauchs hervorgeht, zwei Enden;
dazwischen steht jede Kerbe zu genau zwei anderen in unmittelbarer Nachbarschaft.
Sobald sich der Hirte dafiir entschieden hat, eine der beiden &usseren Kerben als die
erste anzutasten, ist zudem eine Richtung festgelegt, der entlang jede Kerbe, ausser
der letzten, ihre eindeutige Nachfolgerin hat; das Merkmal fehlender Nachfolge gibt
schliesslich ein Kriterium zur Beendigung des Vorgangs vor. Die Uberpriifung wird sich

demnach aus drei nacheinander auszufiihrenden Handlungen zusammensetzen:

(1*) Wahle aus den beiden dusseren Kerben die Anfangskerbe und
setze den Daumen dort an;

(2*) lasse fiir jedes Schaf, das in den Stall tritt, den Daumen zur
néchstfolgenden Kerbe gleiten; und

(3*) beende die Zahlung, sobald die letzte Kerbe erreicht ist oder
alle Schafe im Stall sind.

Den vier Regeln der Kerbung entspricht hier die mittlere Handlung, bei deren Aus-
fiihrung der Hirte bemiiht sein wird, immer nur ein einzelnes Schaf das Tor zum Stall
passieren und dabei seinen Daumen immer nur bis zur néchsten Kerbe weiter gleiten zu
lassen; die beiden umrahmenden Punkte dagegen geben ihre Anfangs- und Terminati-

onsbedingungen an.

§7  Unser Hirte muss die Kerben auf seinem Stock nach demselben allgemeinen Prinzip

angelegt haben, das auch bei der Bildung von Strichfolgen zur Anwendung kommt.

2 Goodstein (1956, S.117).
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Ausgehend von dem Grundzeichen | werden durch wiederholtes Anfiigen eines weiteren

Vorkommnisses des Grundzeichens alle Strichfolgen ihrer Reihe nach gebildet:
= Al =l (1= s

Demselben Zweck hitte freilich manch andere, nicht-lineare (d. h. nicht entlang einer un-
unterbrochenen Geraden verlaufende) Anordnung ebenso gut gedient;?? dass aber iiber-
haupt solche Ordnung im komplexen Zéhlzeichen herrscht, erlaubt es dem Benutzer des
Kerbstocks sorgloser zu zdhlen als dies etwa einem Vedda (sieche §2) gestattet ist, der
mit einer ungeordneten Hilfsmenge vorliebnehmen muss. Denn die kettenférmige und
nach zwei Seiten offene Anordnung der Kerben auf dem Stock iibernimmt bei adédquater
Anwendung einen betréachtlichen Teil der Arbeit. Z&hlte unser Hirte seine Schafe nicht
mit dem Kerbstock, sondern anhand von Muscheln, die er zuvor in einem der Kerbung
entsprechenden Vorgang zu einem losen Haufen bereitgestellt hitte, miisste er beim Zah-
len stets darauf achten, den Haufen der noch unverbrauchten klar von den bereits einmal
fiir ein Schaf in die Hand genommenen Muscheln zu trennen. Mit dem Kerbstock da-
gegen muss er lediglich eine der beiden Kerben, die sich ihm geradezu anbieten, als die
erste antasten und den Daumen danach stets in dieselbe Richtung gleiten lassen. Wo
die Grundzeichenvorkommnisse in keiner vorgegebenen Ordnung zueinander stehen, ist
es nicht sinnvoll von Enden, Richtungen oder Nachfolgern zu sprechen. Erst die starre
Befolgung des obigen Prinzips bei der Zeichenbildung hebt also das Kerbmuster von
dem Stdbchenbiindel, dem Kieselsteinhaufen oder der Kaurimuschelsammlung ab und
macht es zum geschriebenen und alsdann lesbaren Zéahlzeichen. Daran lésst sich indes
erkennen, dass fiir das Zahlen — sofern das Verfahren der Vedda und damit verwandte
Handlungsweisen als Zéhlen aufgefasst werden sollen — auch Zeichen ohne innere Ord-
nung hinreichen.

Goodstein anerkennt die allgemeine Zeichenhaftigkeit von Kerbmustern, wenn er {iber
das Kerben sagt: «making a tally consists only in regarding a group as a number sign»3;
da er aber den Einsatz von Hilfsmengen nur im Zusammenhang mit Abaki behandelt, wo
also durch die aneinandergereihten Dréhte, an denen die einzelnen Steine hingen, eine
positionale Ordnung vorgegeben ist, bleibt der Unterschied zwischen einer ungeordne-
ten Hilfsmenge und einem Kerbmuster, wie es unser Hirte anlegt, unbeachtet. Dadurch
scheint ihm tiberdies auch der Blick auf die Konventionalitdt der Strichnotation ver-
sperrt zu bleiben, zumal er im Anschluss an den eben zitierten Satz behauptet: «and

counting consists in transforming a group, regarded as a number sign, into a conventional

29Vgl. Biichi (2011, S.120) fiir Beispiele nicht-linearer Strichfolgen.
30Goodstein (1956, S.124).
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numeral.» Das Kerben begreift Goodstein als einen Kopiervorgang, bei dem zwar das
Zeichen einer Zahl, aber kein konventionelles Zahlzeichen erzeugt wird; als blosse Kopie
der betrachteten Ansammlung fehlt dem erzeugten Zeichen jene Konventionalitdt, die
aus Zahlzeichen Zéhlzeichen macht; erst die Umwandlung des Kerbmusters in ein kon-
ventionelles Zahlzeichen wie 123 vervollstandigt demnach den Vorgang zu einer Zahlung.
Offensichtlich jedoch ist ein Kerbmuster, wie es unser Hirte anlegt, wesentlich mehr als
die blosse Kopie eines ungeordneten Haufens; wenn iiberhaupt, ist es die Kopie einer in
Reih und Glied aufgestellten Schafsformation.

Da wir uns gewohnt sind, beim Zahlen eine vorgegebene Zeichenreihe emporzustei-
gen, auf dem Stock unseres Hirten aber offenbar nur ein einziges — wenn auch komplexes
— Zeichen vorhanden ist, liegt der Standpunkt nahe, bei seinem allabendlichen Ritual
koénne es sich unmoglich um Zéhlen handeln. Dieser Standpunkt verkennt jedoch einen
charakteristischen Zug der Strichnotation. Um diesen leichter zu fassen, lohnt es sich
die bei der Betrachtung von Zihlzeichensystemen ohnehin angezeigte Unterscheidung
verschiedener Ordnungsebenen, einer syntagmatischen und einer paradigmatischen, her-
anzuziehen: Zur ersten Ebene gehoren die Beziehungen zwischen Zeichen, die im selben
Komplex vorkommen — im vorliegenden Fall unter anderem die Anordnung der einzel-
nen Striche in der Strichfolge — und zur zweiten jene zwischen vollwertigen Zeichen des
Systems, d.i. die Anordnung der Strichfolgen in der Reihe der Zahlzeichen. Wie die syn-
tagmatische leitet sich auch die paradigmatische Ordnung der Strichnotation aus ihrem
Bildungsprinzip ab. Ausgehend von dem Startzeichen | induziert der zu Beginn des Pa-
ragraphen dargestellte Zeichenbildungsprozess auf der Menge der erzeugten Strichfolgen
eine streng lineare Ordnung, worin jede Strichfolge durch ihr Verhéltnis zum Startzeichen
— wir werden sagen: durch ihren Rang — eindeutig bestimmt ist.3!

Charakteristischerweise enthélt eine Strichfolge jede ihrer Vorlduferinnen in der pa-
radigmatischen Ordnung als Teilfolge; so sind z.B. in ||||| die Zeichen |||, |||, || und |
enthalten. In der syntagmatischen Ordnung der Strichfolge widerspiegelt sich also ihr
Platz innerhalb der paradigmatischen Reihe auf besonders ausfiihrliche Weise; ihr Rang
liegt in ihrem inneren Aufbau vollstdndig artikuliert da. Ein konventionelles Zahlzeichen
—im Sinne Goodsteins — dagegen verschluckt einen Teil dieser Struktur; es gleicht in die-

ser Hinsicht eher einem Namen, wie er meint.?? In der Tat ldsst der innere Aufbau der

31Unter einer streng linearen Ordnung wird hier eine asymmetrische, transitive und konnexe (zweistel-
lige) Relation verstanden, wobei eine Relation R asymmetrisch heisst, falls fiir alle z und y in ihrem
Bereich gilt: xRy — —yRuz; transitiv, falls fiir alle z, y und z gilt: xRy A yRz — xRz; und konnex
(vollstdndig, total), falls fir alle x und y gilt: * # y — xRy V yRz. In streng linearen Ordnungen
folgt die Eindeutigkeit des Startzeichens bereits aus dessen Existenz.

32Vgl. Goodstein (1956, S.117, 120).
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Ziffer 3 nicht auf ihren Rang im indisch-arabischen Notationssystem schliessen; wer es
benutzen will, muss sich den Rang der ersten neun Ziffern eingeprégt haben. Fiir Zahlun-
gen in die hoheren Rénge wire ein System, das aus einer rein konventionell festgelegten
Reihe von eigenstandigen, nicht auseinander zusammengestellten Namen bestiinde, aber
offensichtlich ungeeignet; gerade das indisch-arabische System verdankt seine Effektivi-
tdt dem Umstand, dass der Rang auch grosserer Zeichen an der positionalen Anordnung
der zehn Grundziffern rasch zu erkennen ist.?® Obgleich in einem Ziffernkomplex nicht
alle seine Vorgénger offen da liegen, ist die paradigmatische Struktur, die ihn vom Start-
zeichen trennt, nicht vollstindig verborgen, sondern sozusagen in Zehnerblocke zusam-
mengefaltet;* an dem inneren Aufbau von 123 z. B. ist zu erkennen, dass sich die Menge
seiner Vorginger in einen Block der zweiten, zwei der ersten und drei der nullten Stufe
zerteilen lasst.

Wenn unser Hirte also mit dem Daumen tUber die Kerben auf seinem Stock fahrt,
steigt er die paradigmatische Reihe der Strichfolgen empor; das in jedem Zahlschritt
bereits zuriickgelegte, d. h. abgetastete, Segment der Kerbfolge zeigt den bis dahin er-
reichten Zeichenrang an. Schon bei der Kerbung sorgte diese Eigenheit der Strichnotation
dafiir, dass der Hirte die eingekerbten Zeichen beim Fortschreiten nicht — wie das bei der
Anwendung der indisch-arabischen Notation erforderlich gewesen wére — wieder abtragen
musste. Goodstein hat diesen Unterschied im Sinn, wenn er behauptet: «The essential
difference between making a tally [...], and counting [...] is the difference between long-
hand and shorthand (almost the difference between travelling and arriving).»3® Beim
Kerben bleiben die Spuren der ganzen Reise erhalten, beim Z&hlen mit unserem Zif-
fernsystem dagegen werden sie in jedem neuerlichen Zahlschritt weitgehend verwischt,
sodass letztlich das erreichte Zahlzeichen, und mithin nicht jeder Vorgdnger mit ihm,
stehen bleibt. So passend Goodsteins Bilder auf den ersten Blick erscheinen mdgen,
sie alle zeigen einen kategorischen Graben, wo in Wahrheit ein bloss gradueller Abstand
trennt. Beim Zahlen mit dem Ziffernsystem werden die Spuren nur weitgehend verwischt;
wenn der Zdhlende, beim zehnten Gegenstand angekommen, kein neues Grundzeichen
notiert, sondern sich des zweiten Bildungsprinzips bedient und die neue Position mit
einem bereits liberschrittenen Grundzeichen besetzt, dann zeichnet er in Kurzform den

gegangenen Weg auf; das geschieht bei jedem Ubergang zur nichsthéheren Ordnungs-

33In meiner Arbeit zu Z&hlnotationen &usserte ich die Vermutung, die vielbeschworene Uberlegenheit
unseres Dezimalsystems beruhe auf der optimalen Kombination einer vergleichsweise umfangreichen
Menge an Grundzeichen mit der semiotischen Aktivierung positionaler Relationen (vgl. Biichi (2011,
S.133)).

34Vgl. hierzu Biichi (2011, S.128f), insbes. Abb. 4.

35Goodstein (1956, S.117).
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stufe aufs Neue. Jenen Graben, den er zu erblicken vermeint — er spricht ja von einer
(frontier»3%, die das Kerben vom Zéhlen trennen soll —, erachte ich daher, so kunstvoll
ineinander verflochten die Betrachtungen, die ihn dazu bringen, auch sein mdogen, fiir
kiinstlich angelegt.

Ferner sehe ich keinen anderen Grund, die Grenze dessen, was noch unter den Z&hl-
begriff fallen soll, hier schon zu ziehen; wir werden deshalb die kerbende wie auch die
iiberpriifende Tatigkeit unseres Hirten ein Zdhlen und die dabei erzeugten und ange-
wandten Zeichen Zahlzeichen nennen. Diese Vorgehensweise wirft indes sogleich die Fra-
ge nach den Propria von Zihlzeichensystemen auf. Die Leserschaft wird sich mit der
bescheidenen Antwort begniigen miissen, dass sie beim Zahlen angewandt werden kon-
nen; d. h., die vorliegende Arbeit wird eine andere Richtung einschlagen als jene, in die
uns die Suche nach einer befriedigenden Antwort auf die Frage fithren wiirde. (Es scheint
einstweilen so, als wére eine streng lineare Ordnung mit Startelement erforderlich; um
jedoch dariiber Gewissheit zu erlangen, miisste zuerst die Frage entschieden werden,
ob sich unter Anwendung von anders strukturierten Systemen nicht vergleichbare Er-
gebnisse erzielen lassen.) Wir werden daher im noch vor uns liegenden Teil der Arbeit
ohne weiteres annehmen, dass es sich bei den bekannten numerischen Notationen und

Zahlwortreihen um Zéahlzeichensysteme handelt.

Zahlen als Zuordnen

§8 Vom gegenwirtigen Standpunkt aus erscheint die Anwendung wie auch immer
gearteter Zeichen erforderlich fiir das Zahlen; jedenfalls ist er allen bis anhin betrachte-
ten Handlungsweisen gemeinsam. Es findet sich indes bei Kleene — zu Beginn des mit
,Countable sets‘ iiberschriebenen Paragraphen, der das Kapitel iiber die Grundlagen der

Mathematik in seinem zweitem Lehrbuch der Logik erdffnet — die Beschreibung eines
Verfahrens, das ohne Zeichen auskommt:3”

In a tribe of aborigines who cannot count beyond twenty, a chief is to be chosen from two candidates
A and B by awarding the position to the candidate with the larger herd of cattle. The two herds are
run through a gate, with a pair of animals, one from each herd, always passing through together,
until one or the other herd or both are exhausted. If A’s herd is exhausted before B’s, B becomes
chief; and vice versa, A wins if he has animals left when all of B’s have gone through. If the last
two animals walk through together, a different method of selection must be used, or a co-chieftancy
established.

36Vgl. Goodstein (1956, S.120).
37Kleene (1967, S.175). Ich konnte keine ethnographischen Aufzeichnungen finden, die ein derartiges
Verfahren bezeugen wiirden.
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Eine Bejahung der Frage, ob dies noch unter den Begriff des Zahlens falle, wiirde mit sich
bringen, dass eine andere, ansonsten unproblematische Frage auf einmal sinnlos wiirde.
Denn sogar dort, wo Hilfsmengen zum Einsatz kommen, lasst sich stets klar sagen, wel-
ches die zu zéhlenden oder bereits gezédhlten Gegenstiande und welches die Hilfselemente
sind; hier dagegen scheint es auf die Frage, welche der beiden Ansammlungen abgezéhlt
wird, keine Antwort zu geben. Gleichwohl ist der Grad an Verwandtschaft mit einigen
der zuvor betrachteten Zdhlhandlungen, insbesondere mit der {iberpriifenden Handlung
unseres Hirten, bemerkenswert; deutlich zeigt sich dies in den Regeln, nach denen das

Verfahren zur Hauptlingswahl erfolgt:

(1’) Von mindestens einem der beiden Thronanwérter miissen alle
Tiere das Gatter passieren;

(2’) keine Tiere aus anderen Herden als den beiden vorgegebenen
diirfen das Gatter passieren;

(3’) kein Tier darf das Gatter mehrfach passieren;

(4) das Gatter darf immer nur von einem Paar, bestehend aus

einem Tier jeder Herde, passiert werden.

Gewiss, auch beim Zahlen werden Paare gebildet, nur setzen sich diese meistens
nicht aus gleichartigen Gliedern zusammen, sondern stets aus einem der zu zéhlenden
Gegenstinde und dem ihm angehédngten Zéhlzeichen. Die Zahlweise der Vedda beschreibt
Menninger daher nicht untreffend als gliedweise Zuordnung. Auch Frege gebraucht den
Begriff, wenn er in der Rezension von Husserls Philosophie der Arithmetik dem Rezen-
sierten vorwirft, vergessen zu haben, dass eine «Abzéhlung [...] auf einer gegenseitig
eindeutigen Zuordnung beruht, ndmlich der Zahlworter von 1 bis n und der Gegenstén-
de der Menge».3® Frege fasst das Zihlen damit als einen Spezialfall dessen, was er in
den Grundlagen der Arithmetik die Priifung der Gleichzahligkeit zweier Begriffe genannt
haben kénnte — eines Verfahrens also, wie es die Ureinwohner in Kleenes Beispiel anwen-
den. Diese Auffassung des Zidhlens findet sich, leicht variiert und ausfiihrlicher dargelegt,

im ersten Band seiner Grundgesetze wieder:3"

Wenn wir die zu einem Begriffe ®(£) gehérende Anzahl bestimmen, oder, wie man gewdhnlich sagt,
wenn wir die unter den Begriff ®(¢) fallenden Gegensténde ziahlen, so ordnen wir diese den Zahlwor-
tern von Eins an der Reihe nach zu bis zu einem Zahlworte ,N‘, das dadurch bestimmt wird, dass
die zuordnende Beziehung den Begriff ®(£) in den Begriff ,Glied der Reihe der Zahlworter von ,Eins’
bis ,N‘ und dass die umgekehrte Beziehung diesen Begriff in jenen abbildet. Dann bezeichnet ,N°
die gesuchte Anzahl; d.h. N ist diese Anzahl.

38RH, S.183 (319).
3¥GGE1,S.137.
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Wohlgemerkt bezeichnet Frege hier einzig die Beziehung, die von den gezdhlten Gegen-
stdnden ausgeht und sie mit den Zahlwortern paart, als die zuordnende, wohingegen das
erste Zitat den Eindruck erweckt, es handle sich bei jener Zuordnung um eine umkehr-
bare, d. h. symmetrische, Beziehung, die zudem nicht erst durch den Zahlakt hergestellt
werde, sondern unabhéngig davon bestehe.

Sowohl in den Grundlagen als auch in den Grundgesetzen weist Frege auf die sich aus
dem logizistischen Programm ergebende Notwendigkeit hin, den Begriff der Zuordnung
als einen rein logischen zu fassen, wozu er von allem Anschaulichen, das ihm anhaftet,
gereinigt sein muss;* darum will er darunter keinen in der Zeit vollzogenen, und eine
wirkliche Verbindung herstellenden Akt verstanden haben, sondern lediglich die Méglich-
keit, eine solche herzustellen. Dessen ungeachtet macht er dort, wo er von der Moglichkeit
der beiderseits eindeutigen Zuordnung spricht, weiterhin von dem verunreinigten Begriff
Gebrauch;*! erst eine nihere Bestimmung lisst den logischen Kern klar hervortreten.
Die unter einen Begriff F und die unter einen Begriff G fallenden Gegensténde nennt er
dieser Bestimmung nach einander zugeordnet, «[wlenn [...] jeder Gegenstand, der unter
[...] F féllt, in der Bezichung ¢ zu einem unter [...] G fallenden Gegenstande steht, und
wenn zu jedem Gegenstande, der unter G féllt, ein unter F fallender Gegenstand in der
Beziehung ¢ steht.»?? Da es sich bei der fiir das Zahlen erforderlichen Zuordnung zudem
um eine beiderseits eindeutige handelt, hat die zuordnende Beziehung ¢ weitere zwei
Merkmale aufzuweisen: «1. wenn d in der Beziehung ¢ zu a steht, und wenn d in der
Beziehung ¢ zu e steht, so ist allgemein, was auch d, a und e sein mogen, a dasselbe wie
e; 2. wenn d in der Beziehung ¢ zu a steht, und wenn b in der Beziehung ¢ zu a steht,
so ist allgemein, was auch d, b und a sein mogen, d dasselbe wie b.»*3 Uberzeugt, den
zu bestimmenden Begriff auf rein logische Verhéltnisse zuriickgefiihrt zu haben, kann
Frege die Gleichzahligkeit zweier Begriffe F und G schliesslich auf der Existenz einer
Beziehung, die sie einander beiderseits eindeutig zuordnet, beruhen lassen.

Die Beziehung, auf deren Existenz die bei einer Zdhlung oder Gleichzahligkeitsprii-
fung hergestellte Verbindung beruht, weist also vier logische Merkmale auf: Sie ist links-
und rechtstotal sowie rechts- und links-, eben beiderseits eindeutig, wobei sich beim Zah-
len noch die Eigenheit hinzugesellt, dass ein Anfangssegment der Z&hlzeichenreihe ihren
Nachbereich zu bilden hat. Da zwischen zwei gleichzahligen Mengen im Allgemeinen
nicht nur eine Beziehung mit diesen Merkmalen existiert, in jedem Zahlakt aber je nur

eine darunter wirklich vollzogen wird, erscheint das Zahlen nunmehr wie das Ablaufen ei-

10vgl. GA, §70, GG 1, S. 3.

4ygl. GA, §§68, 106f und GG 1, S. 88.
12@4, §71.

BG4, §72.
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nes bereits vorgezeichneten und zuvor unter den vielen méglichen ausgewihlten Weges.4
FEine ganz dhnliche Vorstellung ruft die Passage in Russells logischem Frithwerk hervor,
wo es iiber das Zéhlen heisst: « When we say one, two, three, etc., we are necessarily con-
sidering some one-one relation which holds between the numbers used in counting and
the objects counted.»? Viel spiter wird Wittgenstein davon ein trefHliches Bild zeich-
nen: «Was uns verfithrt die Russell’sche, oder Frege’sche, Erklarung anzunehmen, ist
der Gedanke, zwei Klassen von Gegenstinden (Apfeln in zwei Kisten) seien gleichzahlig,
wenn man sie einander 1 zu 1 zuordnen kdnne. Man denkt sich die Zuordnung als eine
Kontrolle der Gleichzahligkeit. Und hier macht man in Gedanken wohl noch eine Unter-
scheidung zwischen Zuordnung und Verbindung durch eine Relation; und zwar wird die
Zuordnung zur Verbindung, was die ,geometrische Gerade* zu einer wirklichen ist, eine
Art idealer Verbindung; einer Verbindung, die quasi von der Logik vorgezeichnet ist und
durch die Wirklichkeit nun nachgezogen werden kann. Es ist die Moglichkeit, aufgefasst
als eine schattenhafte Wirklichkeit.»6

§9  Von dieser schattenhaften Wirklichkeit braucht unser Hirte nichts zu wissen. Wenn
er am Abend, nachdem er seine Schafe zusammengetrieben hat, damit beginnt, eines nach
dem anderen in den Stall zu dréngen, weiss er noch nicht, ob sich jedes mit einer der
Kerben auf seinem Stock paaren lassen wird oder ob einige darunter, seien es Schafe oder
Kerben, ungepaart bleiben — wiisste er es schon, wiirde er sich den zusétzlichen Aufwand
gewiss ersparen. Und kaum etwas kédme ihm fremder vor als die Vorstellung, bei seinem
Tun eine vorgezeichnete Bahn abzulaufen, die er zuvor aus einer Palette gleichwertiger
Alternativen ausgewéahlt hétte; welches Schaf beim Betasten welcher Kerbe das Tor zum
Stall passiert, gehort nicht zu jenen Begleitumstéinden, auf die er Acht geben wird.
Vorrangig wird unser Hirte darum bemdiiht sein, das Hereinlassen der Schafe nach den
Regeln (1*)-(3*) an das Abtasten der Kerbfolge zu koppeln, wobei insofern Paare gebildet
werden, als er fiir jedes Schaf, das in den Stall tritt, seinen Daumen auf die néchste,
noch unbetastete Kerbe gleiten lasst. Mit Menninger kénnte man das zur Anwendung
kommende Prinzip als ,ein Schaf - eine Kerbe*' zu kennzeichnen versuchen; so aufgefasst
wiirde aber jedes Schaf dem Typ nach stets demselben Zeichen, d.i. dem einzelnen

senkrechten Strich, zugeordnet, wohingegen nach Freges Auffassung jedes Schaf seinem

“Frege weist selbst auf die Multiplizitiat der Moglichkeiten hin, wenn er im Anschluss an die oben
zitierte Passage aus den Grundgesetzen iiber das Zahlen sagt, es lasse «mannichfache Ausfiihrungen
zu, da die zuordnende Beziehung nicht v6llig bestimmt» sei. In einer aufschlussreichen Diskussion
auf S. 88 desselben Werks vergleicht er diese als Moglichkeit aufgefasste Zuordnung mit Hilfslinien in
der Geometrie.

“5Russell (1903, S.133).

PG, S.3551.
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eigenen Zihlzeichen zugeordnet ist. Der gekoppelten Ausfiihrung beider Handlungen
lassen sich indes auch andere Paarbildungen zuschreiben, unter anderem die Verbindung
des hereintretenden Schafs mit dem da bereits zuriickgelegten Segment der Kerbfolge
(siehe § 7).

Das agierende Moment der Paarbildung aufnehmend lésst sich das Zahlen nun auf
mengentheoretischem Hintergrund als das regelgeleitete Herstellen einer Relation auffas-
sen. Ich will dies die logisch-konstruktivistische Auffassung des Zahlens nennen. Thr nach
ist die Relation Z, die beim Z&ahlen einer endlichen Menge 4f von unter einen bestimm-
ten Begriff fallenden und nun zu zéhlenden Gegenstdnden mittels eines wohlgeordneten
Zahlzeichensystems (N, <) hergestellt wird, eine Teilmenge des kartesischen Produkts
1 x N und besitzt folgende Merkmale:

(1”) Vzeld, Ine N:xin;
d.h. jeder Gegenstand ist einem Zé&hlzeichen zugeordnet (Z
ist linkstotal).

(3”) Yxel, Vm,n € N: (xZnANxZm) — m = n;
d. h. jeder Gegenstand ist hochstens einem Z&hlzeichen zuge-
ordnet (Z ist rechtseindeutig).

(4”) Vex,yeld, Vne N : (zZnAyZn) — x =vy;
d. h. jedem Zahlzeichen ist héchstens ein Gegenstand zugeord-
net (Z ist linkseindeutig).

(57) Vxel, Vmne N, Jyeil: (xZnAm<n) — yZm;
d.h. den Zéahlzeichen sind ihrer Reihe nach die Gegenstédnde

zugeordnet.

Jede Relation Z, die diese vier Bedingungen erfiillt, heisse eine Zahlrelation auf 4. Da
jede Zahlrelation linkstotal, rechts- und linkseindeutig ist, definiert sie eine injektive
Funktion ¢ von 4 auf N. Eine solche Funktion heisse eine Zahlfunktion auf 4. Es wird
also beim Zéhlen die Menge der zu zdhlenden Gegenstande injektiv auf die Reihe der
Zahlzeichen abgebildet.

Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dass die zweite Kerbregel (siehe
§6) in der Aufzihlung der logischen Merkmale von Zéahlrelationen keine Entsprechung
hat. Die Menge der zu zéhlenden Gegenstéinde wird hier als gegeben vorausgesetzt,
weshalb sich die Frage, welche Gegenstidnde dazu gehoren und welche nicht, gar nicht
erst stellt. Der Hirte dagegen muss seine zerstreute Herde nach aussen gegen andere
Herden artgleicher Individuen abgrenzen. Wir werden im zweiten Abschnitt auf dieses

Problem zuriickkommen. Umgekehrt fehlt in der Aufzéhlung der Kerbregeln das Pendant
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zur finften Regel. Diese ist keinesfalls zeitlich zu verstehen, sondern — in Einklang mit
Freges Flucht vor Anschaulichkeiten — als die Forderung, die abzuzéhlende Menge auf ein
liickenloses Anfangssegment der Zéahlzeichenreihe zu projizieren. Fiir die Erfiilllung dieser
Forderung biirgt beim Kerben die Anwendung jenes Zeichenbildungsprinzips, das in § 7
behandelt wurde. Die ersten drei Merkmale von Zéhlrelationen richten sich schliesslich
ganz nach den verbleibenden Regeln (1), (3) und (4).

Es sei weiterhin bemerkt, dass die Rechtstotalitit der Zuordnung zugunsten eines
im Prinzip nach oben offenen Nachbereichs ersetzt worden ist, wodurch einerseits — bei
endlich vielen zu zéhlenden Gegenstidnden und ausreichend méchtigem Zidhlzeichensys-
tem — die geforderte Injektivitdt von ( stets eingehalten werden kann und andererseits
das Ergebnis der Z&hlung nicht schon in der Angabe der Zielmenge enthalten ist. So
wird das Entdeckerische am Zahlen nicht vorweg negiert. Das Bild der abzuzédhlenden
Menge $ unter einer Zéhlfunktion ¢ ist aufgrund der Merkmale (4”) und (5”) mit einem
Anfangssegment von (N, <) identisch; fiir den Fall, dass 4 n Elemente enthélt, handelt
es sich dabei um die aus den ersten n Gliedern der Zahlzeichenreihe bestehende Menge
A, —oder um es mit Russell zu sagen: um die Menge der in jener Zéhlung tatséchlich an-
gewandten Zeichen. Als endliche Teilmenge von IV enthélt A,, ein eindeutiges Maximum,;
es ist dies das Zeichen der Anzahl, das Anzahlzeichen, von 4. Da, sobald 4 von einer
Zahlfunktion surjektiv auf A, abgebildet wird, dies auch von jeder anderen gilt, hingt
unser Begriff des Anzahlzeichens nicht von der Wahl einer bestimmten Funktion ab.
Er ist somit wohldefiniert, und zwar nicht nur im mathematischen Sinne, sondern auch
hinsichtlich seiner Anwendbarkeit auf unsere Praxis des Zéhlens, deren — recht besehen
— erstaunlichster Zug es ist, dass die Reihenfolge, in der die zu zéhlenden Gegenstiande

gezéhlt werden, fiir das Ergebnis der Zahlung unerheblich ist.

Kritik an der Auffassung des Zahlens als zuordnender Tatigkeit

§10 In der Mengenlehre ist ein Paar (a,b) — mitunter ein geordnetes Paar genannt —
iiblicherweise mit einer Richtung versehen, der entlang a das erste und b das zweite Glied
ist. Relationen kénnen sich, sofern sie als Mengen solcher Paare aufgefasst werden, mithin
auch dann noch unterscheiden, wenn sie dieselben Gegenstinde miteinander verbinden;
so lassen sich die Relationen des Mutter- und des Tochterseins einzig in Hinsicht auf
die Anordnung ihrer Relate auseinanderhalten. Die Gerichtetheit von Relationen hat ihr
Gegenstiick — wenn nicht eher ihren Ursprung — in der Sprache. Relationale Ausdriicke
weisen in Bezug auf die Richtung, nach der die Worter im Satz angeordnet sind, eine
erste und eine zweite Argumentstelle auf; nicht selten dndert es den Wahrheitswert des

Satzes, der aus deren Sattigung durch zwei Argumente hervorgeht, wenn diese vertauscht
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werden. Das Vertauschen der Ausdriicke ,der Mont Blanc‘ und ,das Matterhorn‘ in ,Der
Mont Blanc iiberragt das Matterhorn® etwa fiihrt einen wahren Satz in einen falschen
iiber. In manchen Féllen kann die Vertauschung der Argumente den Wahrheitswert nun
aber belassen, wie er ist; ,Tristan liebt Isolde® und ,Isolde liebt Tristan‘ sind — wenn auch
nur in einem fiktionalen Sinne — beide wahr. Gerade an diesem letzten Beispiel indes
lésst sich die Moglichkeit einer weiteren Unterscheidung erblicken.

Wo die Vertauschung der Argumente den Wahrheitswert des Satzes unverdndert be-
lasst, muss der Sinn, den er ausdriickt, nicht derselbe bleiben. Dass die Liebe bei Tristan
und Isolde auf Gegenseitigkeit beruht, ist gewissermassen dem Zufall zu verdanken; es
konnte sich anders verhalten haben. Demnach wére auch die Liebe, obschon sie fiir man-
che Paare durchaus symmetrisch ausfallen kénnte, eine gerichtete Beziehung. Bisweilen
aber tangiert die Vertauschung der Argumente nicht einmal den Sinn des Satzes; zum
Beispiel driicken die beiden Sétze ,Robert und Vera wohnen zusammen‘ und ,Vera und
Robert wohnen zusammen‘ ein und denselben Sinn aus, was sich nicht zuletzt daran
erweist, dass sie unter allen denkbaren Umstédnden immer denselben Wahrheitswert bei-
behielten. Dieses Fehlen einer Richtung, diese Ungerichtetheit, ist ein formaler Zug der
Beziehung des Zusammenwohnens, den es eigentlich von materialen Merkmalen wie der
Symmetrie oder Reflexivitat abzugrenzen gilte. Symmetrie ist das Merkmal einer ge-
richteten Beziehung, fiir jedes geordnete Paar (a,b), das in ihre Extension fillt, darin
ebenfalls das verkehrte Gegenstiick (b, a) zu enthalten. In die Extension einer ungerich-
teten Beziehung dagegen fallen allein ungeordnete Paare, etwa die zweielementige Menge
{a,b}, die der Gerichtetheit unserer Notation zum Trotz freilich mit {b,a} identisch ist.
Vielleicht wéare zwischen Gerichtetheit und dem, was hier Ungerichtetheit genannt wird,
eine weitere Unterscheidung méglich. 7

Obgleich die Ungerichtetheit einer Beziehung von ihren materialen Merkmalen trenn-
bar ist und die resultierende Unterscheidung zumindest auf den ersten Blick fiir die
logische Analyse von Sitzen von Belang sein kénnte, wird sie in der modernen Logik
weitestgehend ignoriert. (Anders verhélt es sich, wie wir noch sehen werden, in gewissen
Zweigen der Mathematik.) Es scheint, als habe auch Frege keinen logisch relevanten Gra-
ben zwischen Symmetrie und Ungerichtetheit gesehen, wenn er in den Grundlagen von

der Beziehung, die in dem Satz ,Peleus und Thetis waren die Eltern des Achilleus‘ zur

47Qerichtet zu sein, kénnte i.e. S. fiir eine Beziehung bedeuten, dass sie der Reihe nach eine erste und
eine zweite Argumentstelle aufweist, wohingegen Beziehungen, deren Argumentstellen zwar nicht ge-
ordnet, aber gleichwohl spezifizierbar sind, als i. w.S. gerichtet bezeichnet wiirden, wobei die Stellen
dort sperzifizierbar wiren, wo es einen Unterschied macht, ob die eine Stelle durch ,a‘ und die andere
durch ,b° oder umgekehrt die andere durch ,a‘ und die eine durch ,b* besetzt wird. Zeitliche Vorrangig-
keit etwa scheint mir i. e. S., Liebe hingegen nur im i. w. S. gerichtet zu sein. Vgl. hierzu weiterfithrend
Fine (2000).
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Sprache kommt, sagt, sie sei eine umkehrbare, und damit nichts anderes als ihre Symme-
trie meint.*® (Dessen ungeachtet liefert er an dieser Stelle ein grammatisches Kriterium
zur Erkennung ungerichteter Beziehungen: die Mdoglichkeit, die beiden Argumente salva
congruitate durch ein ,und‘ zu verbinden und gleich einem einzigen, zusammengesetzten
Subjekt dem Pradikat voranzustellen.) Auf die Frage, ob auch die Beziehung, auf der das
Zéahlen beruhen soll, eine symmetrische ist, lassen Freges Aussagen, wie bereits bemerkt,
unterschiedliche Antworten zu. Wahrend nach jener Stelle aus der Rezension Husserls der
Zuordnung keine Richtung anzuhaften scheint, wird in der ausfiihrlicher zitierten Passa-
ge aus den Grundgesetzen klar unterschieden zwischen der zuordnenden Beziehung, die
von den zu zéhlenden Gegenstdnden ausgeht, um sie ihrem Z&hlzeichen zuzuordnen, und
ihrer Umkehrung, die das beanspruchte Anfangssegment der Zéhlzeichenreihe zuriick auf
den Begriff abbildet, unter den jene Gegensténde fallen.*?

Ein Verfechter der logisch-konstruktivistischen Position jedenfalls wire dazu ver-
pflichtet, seine Auffassung der beim Zahlen gebildeten Paare als Elemente des karte-
sischen (und damit gerichteten) Produkts aus den beiden betreffenden Mengen zu be-
griinden. Unter anderem miisste er sich die Frage gefallen lassen, weshalb nicht die Um-
kehrung seiner Zahlrelation fiir die beim Zahlen hergestellte zu nehmen sei, sodass nicht
die Gegenstédnde den Zeichen, sondern umgekehrt die Zeichen den Gegenstdnden zuge-
ordnet wiirden. Dabei wiirde sich bald herausstellen, dass einzig technische Erwigungen
dafiir sprechen, die eine Richtung der anderen vorzuziehen: Eine Relation definiert nur
dann eine Funktion auf ihrem Vorbereich, wenn sie linkstotal ist; hétte man die (gesam-
te) Zahlzeichenreihe als Vorbereich gewéahlt, wire diese Eigenschaft verloren gegangen,
was wiederum die Definition des Anzahlzeichenbegriffs unnétig erschwert hitte. Daraus
folgt indessen nicht, dass die Relation zwischen dem gezédhltem Gegenstand und seinem
Zéhlzeichen als im selben Sinne ungerichtet angesehen werden darf wie jene zwischen
den Elternteilen des Achilleus. Beim Zéahlen gilt es klar zu trennen zwischen dem, was
gezéhlt wird, und dem, womit gezéhlt wird, zumal den Z&hlzeichen im Rahmen von
Zahlhandlungen eine ganz andere Rolle zukommt als den zu zéhlenden oder bereits ge-

zéhlten Gegenstianden. Diese Differenz spiegelt sich nicht zuletzt in der Ungleichartigkeit

48Vgl. GA, §70. Demnach hiesse eine Beziehung umkehrbar, falls ihr Umfang mit dem Umfang ihrer
Umkehrung zusammenfillt. Die Unterscheidung einer Beziehung von ihrer Umkehrung ist freilich nur
dort sinnvoll, wo Gerichtetheit angenommen wird. Zum Begriff der Umkehrung einer Beziehung, vgl.
GG 1, §39; zum entsprechenden Begriff der Umkehrung einer Relation, vgl. GG 2, § 163.

49Vielleicht lasst sich der vermeintliche Widerspruch auflésen durch die Unterscheidung einer zuordnen-
den Beziehung, die asymmetrisch (oder mindestens nicht-symmetrisch) ist, und der aus ihr hervor-
gehenden Zuordnung, die der logischen Summe der zuordnenden Beziehung und ihrer Umkehrung
entspricht. Dies wiirde mit der Redeweise in den Grundlagen tibereinstimmen, wo es von den unter
einen und den unter einen anderen Begriff fallenden Gegenstdnden mehrfach heisst, sie seien (durch
die zuordnende Beziehung) einander zugeordnet (vgl. §§ 70, 71, 72).
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der Relate wider, auf die (zu Beginn von § 8) mit gutem Grund hingewiesen worden war.
Hat man sich einmal, sei es nun aus technischen oder aus anderen Griinden, fiir die eine
Richtung entschieden, sind die Relate der Zéhlrelation nicht mehr vertauschbar.

In eine ungleich problematischere Lage diirfte der Verfechter dieser Position jedoch
bei dem Versuch geraten, die basalere Behauptung, wonach beim Zéahlen tiberhaupt eine

Relation hergestellt werde, aufrechtzuerhalten.

§11  Vielleicht hétte unser Hirte inzwischen Besuch erhalten von einem Kikuyu, dem
die Kunst des Zahlens — aus welchen Griinden auch immer — génzlich verborgen geblieben
wére (siehe § 3). Seinem geschéarften Verstand indes wiirde nicht entgangen sein, dass der
Hirte auf die Reihenfolge, in der er seine Schafe in den Stall schleust, tiberhaupt nicht
achtet und diese auf das Ergebnis der Priifung ihrer Vollzdhligkeit offenbar keine Aus-
wirkung hat. Nicht ohne Erstaunen hétte er die Tatsache zur Kenntnis genommen, dass
es dem Hirten trotz grosser Unterschiede in der jeweiligen rdumlichen Zusammenstellung
seiner Herde und unter Anwendung jenes geheimnisvollen Stocks nach stets denselben
Regeln am Ende doch immer wieder gelingt, dieselbe Kerbe zu erreichen. Wirklich rat-
selhaft diirfte ihm seine Reaktion auf das Nichterreichen der letzten Kerbe erscheinen,
zumal der Hirte auch dann an seiner Uberzeugung, wonach einige Schafe fehlten, fest-
hielte, wenn er ausserstande wire anzugeben, welche fehlen. Wie soll er denn wissen
kénnen, dass Schafe fehlen, ohne zu wissen, welche fehlen? Dem zwar zédhlunkundigen,
aber auf das Erkennen von Vieh abgerichteten Besucher wiirde es gewiss schwer fallen
zu glauben, es sei hier alles mit rechten Dingen zugegangen. Sollte er sich trotzdem von
der Aufrichtigkeit unseres Hirten iiberzeugen lassen, wiirde ihm die schier unbegrenzte
Anwendbarkeit des Zahlens umso gewaltiger vor Augen gefiihrt, als der Hirte keines sei-
ner Schafe einzeln zu kennen braucht, um in diversen Situationen das Fehlen nur schon
eines einzigen darunter feststellen zu kénnen. Wiirde der Zéhlkundige dann nicht in der
Lage sein, dies bei unzéhlig vielen anderen Scharen von Dingen zu tun, selbst wenn sie
ihm génzlich fremd sind?

Ein Zahlkundiger braucht die Dinge, die er zu zdhlen vermag, nicht nur nicht einzeln
zu kennen, er muss zu keiner Zeit auch nur fiir eines der gezéhlten oder noch ungezéhlten
Dinge eine Kennzeichnung zur Hand haben, die ihm iiber raumzeitliche Verschiebungen
hinweg immer wieder einen Zugriff auf dieses Einzelne erlauben wiirde. Wie kénnte er
nach getaner Arbeit da an eine Antwort auf die Frage, welches Ding er bei Erreichen die-
ses oder jenes Zahlzeichens gerade auf den Haufen der gezéhlten gelegt hatte, iiberhaupt
denken? Diese simple Feststellung allein geniigt schon, um die Vorstellung ins Wanken

zu bringen, beim Zéahlen wiirde eine Verbindung zwischen den zu zéhlenden Dingen und
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den angewandten Zeichen hergestellt; zudem weist sie auf den wesentlichen Punkt, an
dem sich das Vorgehen unseres Hirten von jenen verwandten Handlungsweisen scheidet,
die wir unter dem Begriff des Nummerierens zu versammeln pflegen. Behauptete unser
Hirte, seine Schafe nicht (bloss) gezéhlt, sondern (auch) nummeriert zu haben, miisste
er auf die gestellte Frage eine andere Antwort bereithalten.

In unserem Kulturkreis, wo gegenwiértig ein geradezu fetischistischer Hang zur Er-
stellung von Ranglisten aller Art vorzuherrschen scheint, findet das Nummerieren min-
destens ebenso weite Verbreitung wie das Zahlen. Alpine Skirennen zum Beispiel sind
stets umrahmt von zwei verschiedenen Nummerierungen des Teilnehmerfeldes; erstere
schligt sich in der Startliste, letztere im Schlussklassement des Anlasses nieder.’® Sehen
wir von den komplexen Verfahren, die bei der Vergabe der Startnummern an profes-
sionell organisierten Anlédssen iiblicherweise zur Anwendung kommen, ab, erweisen sich
Klassement und Startliste als nahezu prototypisch fiir zwei auseinanderzuhaltende Ar-
ten des Nummerierens. Wahrend die Nummerierung fiir das Klassement entlang einer
vorgegebenen Ordnung — d.i. der durch die Relation ,x hat den Lauf in kiirzerer Zeit
absolviert als y‘ induzierten — geschieht, erfolgt die Vergabe der Startnummern wahl-
weise willkiirlich oder nach Verlosung. Die zu nummerierenden Gegensténde muss der
Ausfithrende natiirlich nicht im Voraus einzeln kennen; damit die Nummerierung ihren
Zweck erfiillen kann, ist aber ein Mittel erforderlich, um jeden einzelnen Teilnehmer als
Trager des ihm zugeordneten Ordnungszeichens wiederzuerkennen.

Wo die Nummerierung entlang einer bereits bestehenden streng linearen Ordnung
geschieht, bedarf es nebst der Auflésung allfdlliger Ambiguitdten hinsichtlich der inten-
dierten Struktur lediglich noch der Angabe des Ordnungszeichens, um das gesuchte Glied
eindeutig zu lokalisieren; so z.B., wenn die Grossmutter sich auf dem alten Klassenfo-
to als die dritte von links in der zweiten Reihe zu erkennen gibt. Den k-ten Platz im
Schlussklassement eines Skirennens belegt analog derjenige Fahrer mit der k-t schnells-
ten Laufzeit — jener Zeit also, die in der Liste aller gestoppten Zeiten (beginnend bei
der schnellsten und entlang genannter Relation) an jener Stelle auftauchen wiirde, der
nach erfolgter Nummerierung das Element mit dem k-ten Rang in der Zahlzeichenreihe
zugeordnet wire. Um von dieser Liste zum fahrenden Individuum zu gelangen, ist indes
eine weitere Verbindung nétig; wir kénnen sie uns der Einfachheit halber allein durch
die vergebene Startnummer vermittelt denken. Demzufolge l&sst sich ausgehend von der

Angabe eines Ordnungszeichens auf die Laufzeit iibergehen und von dort wiederum auf

%Bei Rennen, die in zwei Laufen ausgetragen werden, kommen zwischen der Startliste zum ersten Lauf
und dem Schlussklassement noch das Zwischenklassement nach dem ersten Lauf sowie die Startliste
zum zweiten Lauf hinzu, die sich aus der Umkehrung eines Anfangssegments des Zwischenklassements
ergibt.
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die beigeordnete Startnummer, die schliesslich zu dem Fahrer fiihrt, dessen Schlussrang
jenem des angegebenen Ordnungszeichens entspricht. Im Unterschied zum ersten ist das
letzte Teilstiick jedoch Ergebnis der auf Willkiir oder Zufall fussenden Nummerierung
des Teilnehmerfeldes; die Verbindung des Ordnungszeichens mit dem nummerierten In-
dividuum muss deshalb auf irgendeine Weise festgehalten werden. Bei alpinen Skirennen
werden hierzu iiblicherweise mit der jeweiligen Startnummer beschriftete Trikots an die
Fahrer vergeben, die wihrend der Fahrt fiir alle sichtbar iiber den Anzug zu tragen sind;
im wortwortlichen Sinne haftet sodann jedem einzelnen Fahrer die eigene Startnummer
an. Die fiir die Vergabe massgebliche Nummerierung dient also nicht nur der Festlegung
der Reihenfolge, in welcher die Fahrer zu starten haben, sondern sie erzeugt zudem in
geniigender Anzahl Zeichen, um jeden beliebigen Fahrer einzeln aus dem nummerierten
Teilnehmerfeld herauszugreifen. Allgemeiner gesagt, versehen Nummerierungen dieser
Art die abzuzéhlende Menge mit einer streng linearen Ordnung und ihren Benutzer
zugleich mit neuen Mitteln des Zugriffs auf die nummerierten Gegensténde.

Dagegen erlauben es die bei einer Zahlung angewandten Zeichen nicht, auf die ge-
zéhlten Gegenstande einzeln zuzugreifen; einzig das zuletzt erreichte Zahlzeichen ist nach
der Zahlung noch von Bedeutung. Weiter gebrauchen lésst es sich in Aussagen, die von
der abgezahlten Menge als Ganzes handeln, nicht aber in solchen, die von gezahlten Ge-
genstinden im KEinzelnen handeln. Obgleich beim Nummerieren und beim Zéahlen also
oftmals dieselben Zeichensysteme zur Anwendung kommen, lassen die angewandten Zei-
chen einen jeweils ganz anderen Gebrauch zu. Um dieser Diskrepanz Rechnung zu tragen,
wird in der Literatur denn auch nicht selten ein kardinaler von einem ordinalen Gebrauch
der Numeralia unterschieden; diese Unterscheidung erscheint umso angebrachter, als in
vielen Sprachen der ordinale gegeniiber dem kardinalen Gebrauch morphologisch (im
Bereich der Schrift auch spezifisch graphematisch®') markiert ist. Erstaunlicherweise ge-
schieht die entsprechende Trennung der zwei zugrundeliegenden Handlungsweisen nur
selten; bisweilen ist eine regelrechte Verwechslung von Zahlen und Nummerieren auszu-
machen, so etwa bei Parsons, wenn er {iber das Zéhlen schreibt: «One way of looking
at counting is to suppose that each numeral m used in the count has the force of a
demonstrative, designating in the context the object with which it is correlated, so that
it has the force of ;the mth‘»°? Im Kontext einer Zahlung, das scheint mir unbestreitbar,

hat keines der angewandten Zihlzeichen jene demonstrative Kraft, von der bei Parsons

5In Aufzéhlungen unterschiedlicher Art ist die Setzung eines Punktes nach dem Zahlzeichen gebrauch-
lich.
*2Parsons (2008, S.192).
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die Rede ist; eine solche kann ihnen hingegen im Rahmen einer Nummerierung verliehen
werden.

Sobald diese nun etwas plump wirkende Vermengung aufgehoben ist, biisst die Vor-
stellung, wonach beim Zéhlen eine Verbindung zwischen den gezdhlten Gegensténden
und den angewandten Zahlzeichen hergestellt werde, unweigerlich an Plausibilitéat ein.
Mit Goodstein, der Zéhlen und Nummerieren (er nennt es ordering by numbers) ausein-
anderzuhalten weiss, konnte man versuchen, das Nummerieren als die grundlegendere
Handlungsweise zu etablieren und das Zahlen bloss als einen besonderen Fall danach
zu behandeln.?® Beim Zihlen, kénnte man sagen, werde die hergestellte Verbindung der
gezdhlten Gegenstéinde zu den Zahlzeichen, und mit ihr die vermittelte Ordnung un-
ter ihnen, ignoriert. Seltsamerweise wiirde demnach jene verbindende Relation, deren
regelgerechte Herstellung angeblich den Erfolg einer jeden Zahlhandlung wesentlich be-
dinge, mindestens im Geiste sogleich wieder aufgelost. Wozu bréauchte es diese Relation
iiberhaupt? Vor allem aber impliziert diese Auffassung, dass sich zu den gezédhlten Ge-
genstidnden immer eine Verbindung herstellen lasst, die, wenn sie nicht ignoriert wiirde,
auch Bestand hétte. Dies halte ich indes fiir offenkundig falsch. Nicht immer lasst sich,
was zéhlbar ist, auch nummerieren. Ein einfaches Gedankenexperiment geniigt, um dies

einzusehen.

§12  Man denke sich einen zugedeckten Korb voller Apfel, die beziiglich Grosse, Farbe,
Gewicht und sonstigen Eigenschaften dieser Art alle gleich sind. Dieser Korb gehore einer
Person namens Sortes, der wir beliebige Aufforderungen erteilen kénnen. Wie handelt
Sortes, wenn wir ihn dazu auffordern, die Apfel in seinem Korb zu zéhlen und, alsbald
sie gezahlt sind, in einen zweiten, ebenfalls zugedeckten Korb zu legen? Nun, er greift in
seinen Korb, zieht einen Apfel heraus; sagt, schreibt oder denkt dabei ,eins“; und legt
den gezdhlten Apfel in den anderen Korb. Im néchsten Schritt greift er wieder einen
Apfel aus seinem Korb heraus; dabei sagt er diesmal ,zwei“; und legt den gezéhlten
Apfel wiederum in den anderen Korb. Die Reihe der Zahlzeichen aufsteigend wiederholt
er diese Handlungsabfolge solange, bis keine Apfel mehr in seinem Korb vorhanden sind.
Das zuletzt erreichte Zahlzeichen ist dann zugleich Sortes’ lakonische Antwort auf unsere
Frage, wieviele Apfel in seinem Korb lagen. Wie aber wiirde er handeln, wenn wir ihn nun
aufforderten, die Apfel im zweiten Korb zu nummerieren und, alsbald sie nummeriert
sind, zuriick in seinen Korb zu legen? Vielleicht wiirde er in kluger Voraussicht fragen,
ob es ihm gestattet sei, die nummerierten Apfel jeweils zu markieren oder, anstatt sie

in seinen verdeckten Korb zu legen, davor aufzureihen. Denn sollten wir ihm Eingriffe

3Vgl. Goodstein (1956, S.127).
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solcher Art verbieten, sihe er sich gezwungen zu bekennen, dass es ihm unter den gege-
benen Umstdnden unmoglich sei, der Aufforderung nachzukommen. Freilich, er kénnte
die Apfel wiederum zéhlen und zuriick in seinen Korb legen; es stiinde ihm dann aber
kein Mittel zur Verfiigung, um unsere Frage, welcher unter den Apfeln in seinem Korb
nun der an fiinfter Stelle gezéhlte — d. h. der mit dem fiinften Zéhlzeichen verbundene —
sei, korrekt zu beantworten. Auch wenn wir einen Apfel aus seinem Korb herausgriffen
und fragten, um den wievielten es sich handle, wiisste Sortes keine Antwort.

Jene Verbote, die Sortes in dem Gedankenexperiment auferlegt werden, moégen zwar
reichlich willkiirlich erscheinen; es sind aber durchaus reale Umstande denkbar, die einen
Zahlenden in vergleichbarem Masse einschranken. (Man versuche einmal, die unter einer
Autobahnbriicke hindurch sausenden Fahrzeuge zu nummerieren.) Auch die Festsetzung,
wonach sich die Apfel beziiglich Grésse, Farbe, Gewicht und sonstigen Eigenschaften die-
ser Art alle gleich sind, mag in mancher Situation ihre reale Entsprechung haben; man
denke nur an einen grossen Haufen Kaurimuscheln, den es zu nummerieren galte. Kénn-
ten die Unterschiede zwischen einzelnen Muscheln nicht derart gering ausfallen, dass sie
von den menschlichen Sinnen nicht registriert wiirden? Nicht fiir jede Muschel stiinde
dem Zahlenden in einem solchen Fall eine Kennzeichnung — geschweige denn ein Name —
zur Verfiigung, an die er jenes Zahlzeichen, dem er sie zuordnen wollte, kntipfen kénnte.
Indem er die einmal nummerierten Muscheln Glied fiir Glied rdumlich in einer Reihe
aufstellte, schiife er sich zwar neue Mittel des Zugriffs; nach der k-ten Muschel gefragt,
miisste er lediglich vom ersten Glied an zdhlend der Muschelreihe entlang wandern,
bis das k-te Zéhlzeichen erreicht wire. (Man konnte sich fragen, ob es sich bei diesem
Wandern entlang der Muschelreihe um ein Zahlen — immerhin z&hlt nur das zuletzt er-
reichte Zeichen — oder eher um ein Nummerieren — zumal es den Rang eines Reihenglieds
und nicht die Anzahl einer Menge zu bestimmen gilt — handelt.) Die Begrenztheit solcher
Mittel zur Lokalisierung zeigt sich aber spédtestens bei wechselhaften raumzeitlichen Ver-
héltnissen, denen Gegenstidnde, besonders kleine und leichte, unterworfen sein kénnen;
ein Nummerierender miisste sich iiber den stdndigen Wandel stets auf dem Laufenden
halten, womit er rasch tiberfordert wére. Es bedarf daher nicht ungeheuerlicher Fanta-
sie, um sich Situationen vorzustellen, in denen die stetige Bewegung der Gegensténde
ihre Nummerierung unmoglich macht, wohingegen ihre Zahlbarkeit aufgrund einer sim-
plen Trennung der bereits gezédhlten von den noch nicht gezdhlten Gegenstéinden nach
wie vor gesichert wére. Dass schliesslich die Beschriftung der zu zédhlenden Dinge in der
Praxis nicht immer moglich ist, dass also der Akt des Nummerierens nicht immer die
Voraussetzungen seiner Ausfithrbarkeit selbst zu schaffen vermag, scheint mir ebenso

offenkundig.
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Bereits in §9 wurde darauf hingewiesen, dass sich jener gekoppelten Ausfithrung be-
stimmter Handlungen, die das Zdhlen ausmacht, durchaus verschiedene Paarbildungen
zuschreiben lassen; die Vorstellung, wonach beim Zéahlen jeder gezéhlte Gegenstand sei-
nem eigenen Zahlzeichen zugeordnet werde, ist nur eine unter anderen. Und vielleicht
liesse sich die Auffassung des Zahlens als einer zuordnenden Tétigkeit dahingehend revi-
dieren, dass die Zahlzeichen nicht als mit den gezéhlten Gegensténden einzeln verbunden
gedacht wiirden, sondern mit derjenigen Menge, die aus den jeweils bereits gezdhlten und
nun weggelegten Gegenstianden besteht. Demnach wiirde unser Sortes, wenn er sich z. B.
das fiinfte Zahlzeichen notiert, diesem nicht den eben gezdhlten und in den Korb geleg-
ten Apfel zuordnen, sondern die ganze Menge der bis dahin gezihlten Apfel. Nur lisst
sich gegen diese revidierte Fassung wiederum derselbe Einwand anbringen, zumal Sortes
in keinem Zéahlschritt ausser dem letzten in der Lage sein muss anzugeben, welche Men-
ge er dem k-ten angewandten Zahlzeichen zugeordnet habe. Des Weiteren miisste der
Vorbereich der zuordnenden Beziehung auf die Potenzmenge der zu ziahlenden Menge
ausgeweitet werden, was ihrer formalen Eleganz nicht gerade zutriglich wére; vor allem
aber, wiirde aus dieser Anpassung eine ganz andere Auffassung des Zahlens hervorgehen.

Anstatt nun krampfhaft zu versuchen, diese revidierte Fassung gegen die erhobenen
und mogliche weitere Einwande zu verteidigen, erachte ich es fiir kliiger, sich endgiiltig
von der Auffassung des Zéhlens als einer zuordnenden Tatigkeit zu verabschieden. Beim
Zéhlen wird nichts zugeordnet, weder in dem ersten Sinne, dass eine Relation zwischen
Gegenstéanden und Zahlzeichen hergestellt wiirde, noch in dem daraus abgeleiteten Sin-
ne, dass die Ordnung der Zahlzeichenreihe auf die zu zéhlende Menge iibertragen wiirde.
Freilich ist damit nicht negiert, dass fiir jede zédhlbare Vielheit immer schon eine zu-
ordnende Beziehung — und mit ihr ihre Umkehrung — im Sinne Freges existiert, die sie
auf das gleichzahlige Anfangssegment einer beliebigen Zéahlzeichenreihe linkseindeutig
abbildet.

Ein anderes Bild des Z3hlens

§13 Die Elemente fiir ein anderes, angemesseneres Bild des Zahlens liegen, wenn auch
verstreut liber verschiedene Orte, im Text schon vor. Das Bild, das im nun letzten Pa-
ragraphen des ersten Abschnitts entworfen werden soll, ist indes nicht mehr als ein
tentatives; es soll danach nicht der Versuch unternommen werden, den Entwurf gegen
allerlei mogliche Einwande stark zu machen. Der Text wird sich in eine andere Richtung
bewegen, eine Frage verfolgend, die sich eben zuvor aufgetan hat.

Das erste Element ist in dem Gleichnis enthalten, wonach sich unser Hirte mit dem

Kerbstock einen Massstab zurechtgeschnitzt habe. Wie jeder Massstab, der sich mit Han-
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den greifen lésst, ist auch der Kerbstock in seiner Anwendbarkeit beschrénkt; wollte der
Hirte in gewohnter Weise die Vollzéhligkeit einer Herde iiberpriifen, die mehr Tiere z&hlt
als das Holz Kerben, miisste er die Folge dieser Kerben um die fehlende Anzahl ergénzen,
und zwar nach demselben Prinzip der Zeichenbildung, das bereits beim Kerben der vor-
handenen Folge zur Anwendung gekommen ist. Die Reihe der Zeichen, die sich danach
bilden lassen, unterliegt keiner prinzipiellen Begrenzung nach oben; die eingeritzte Kerb-
folge stellt daher das nur kurze Anfangssegment einer ungleich ldngeren Skale dar. Der
Zéhlende steigt nun, bei dem ersten Glied beginnend, die Reihe der Zé&hlzeichen empor.
Obgleich er dabei liickenlos vorgeht, d. h. kein Zeichen dazwischen unangewandt belésst,
liest sich das Ergebnis der Messung allein an dem zuletzt erreichten ab. Den dazwischen-
liegenden Zéhlzeichen ergeht es also gleich wie den Sdtzen der Logisch-philosophischen
Abhandlung: Der Zahlende steigt durch sie — gleichsam auf ihnen — iiber sie hinaus; am
Ende kann er sie, wie scalae, auf denen er emporgestiegen ist, wegwerfen.

Das Detail, welches die Reihe der Zéhlzeichen als das Instrument einer Messung dar-
stellt, fiigt sich reibungslos in Freges Auffassung des Zéhlens als eines Spezialfalls der
Prifung auf Gleichzahligkeit. Wo sich die Umfénge zweier Begriffe nicht direkt verglei-
chen lassen, springt die Reihe der Zahlzeichen vermittelnd in die Bresche, gleich einem
Standard, an dem sich beliebige (endliche) Begriffsumfinge messen lassen. Diese ver-
mittelnde Rolle kénnen die Z&hlzeichen jedoch nur deshalb einnehmen, weil sich die
Beziehung der Gleichzahligkeit als eine transitive herausstellt. Umgekehrt bedingt die-
selbe Transitivitdt auch die Moglichkeit, anstelle der beabsichtigten Gegenstédnde ihre
Stellvertreter zu zédhlen (was nebenher den Weg zur Umgehung gewisser Tabus ebnet).
Unterschiede unter den vertretenen Gegenstidnden muss die hierflir hergestellte Stellver-
treterrelation keine iibermitteln; das Ergebnis einer solchen Messung ist invariant unter
Permutation ihres Vorbereichs. Die Identitiat der zu zéhlenden Gegensténde spielt somit
fiir das Ergebnis ihrer Zéhlung keine Rolle. Der Zdhlende muss einen gezéhlten Gegen-
stand, um es in Freges Worten zu sagen, nicht als denselben wiedererkennen kénnen; auch
wenn fiir jeden Gegenstand ein allgemeines Kennzeichen vorlédge, der Zéhlende brauchte
es nicht anzuwenden. Daran zeigt sich, wie falsch die Vorstellung ist, die beim Z&hlen
angewandten Zeichen funktionierten als Namen oder indexikalische Ausdriicke fiir die
einmal gezdhlten Gegenstéinde; es sind im Allgemeinen weder die Bedingungen fiir eine
Taufe noch jene fiir die Einsetzung eines dauerhaften, d. h. in einem Wiedererkennungs-
urteil anwendbaren, Kennzeichens gegeben. Niemand brauchte also dariiber besorgt zu
sein, dass gezdhlten Lebewesen etwas zustossen konnte, weil sie mit den Namen Todge-

weihter angerufen worden seien.
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Der Daumen unseres Hirten fahrt — wie die Nadel in der Anzeige einer Waage iiber die
Skale — der Reihe der Zahlzeichen entlang, wenn auch nicht stetig, sondern sprunghaft
von einem Glied zum néchsten. Das in einem Zéahlschritt gerade erreichte Zeichen zeigt
die Anzahl der bislang abgezéhlten Menge an — und nicht auf einen bestimmten Gegen-
stand unter den gezéhlten. Die dazu notige Verbindung zwischen dem Zé&hlzeichen und
der abgezahlten Menge besorgt ein Mechanismus, der zwei Vorgiange aneinanderkoppelt:
die Verwandlung von ungezéhlten Gegenstédnden in gezédhlte einerseits, und das Empor-
steigen entlang der Zahlzeichenreihe andererseits. Diese Kopplungsfunktion ist an dem
bei Kleene geschilderten Verfahren besonders deutlich erkennbar, nur dass beim Zé&hlen
das Gatter nicht beidseits von Rindviechern, sondern stets von einem der zu zéhlenden
Gegenstéinde und einem Zéahlzeichen durchlaufen wird. Die Verwandtschaft der beiden
Verfahren weiter in Anspruch nehmend, liesse sich der Zahlmechanismus nun als in einem
doppelspurigen Gatter vergegenstindlicht denken, wobei die eine Spur den zu zdhlen-
den Gegenstanden, die andere einem Massband, d.i. der ausgewéhlten Zahlzeichenreihe,
vorbehalten ware. Zu Beginn der Zéhlung wire demnach die abzuzéhlende Vielheit auf
der einen Spur vor dem Eingang des Gatters versammelt und auf der anderen das Mass-
band in seine Anfangsposition versetzt; mit jedem Gegenstand, der sodann das Gatter
durchliefe und dadurch vom Lager der noch ungezédhlten in das der bereits gezédhlten
Gegenstéande wechselte, wiirde das Massband um eine Skalenstelle nach vorne auf sei-
ner Spur durch das Gatter riicken; an sein Ende kdme der Vorgang mit dem Durchlauf
des letzten noch ungezéhlten Gegenstandes, der gleichzeitig zum letzten Vorriicken des
Massbandes erfolgen wiirde; das Ergebnis der Zahlung schliesslich wéire an der zuletzt
eingenommenen Position des Massbandes in Bezug auf das Gatter abzulesen.

Die einzige Verbindung, die dabei zwischen der abzuzidhlenden Vielheit und der Reihe
der Zahlzeichen hergestellt wird, ist eben jene, dass die Durchlaufe ihrer jeweiligen Ele-
mente nach bestimmten Regeln aneinandergekoppelt sind; der einzelne Gegenstand wird
dadurch aber nicht mit dem gleichzeitig das Gatter durchlaufenden Zeichen in irgendei-
ne relevante Relation gebracht. Der Zdhlmechanismus funktioniert eher wie ein defekter
Reissverschluss, bei dem zwar Zéhnchen beidseits des Keils mit gleicher Frequenz den
Schieber passieren, diese aber nicht wie bei einem funktionierenden Verschluss ineinan-
der verhakt werden, sondern unten wieder ausscheren. An dem Ausscheren der einmal
gezdhlten Gegenstéinde zeigt sich, dass durch das Zé&hlen keine Ordnung auf sie iiber-
tragen wird; um neue Ordnung in die abzuzéhlende Vielheit zu bringen, miisste der
Mechanismus iiber eine zusétzliche Funktion verfiigen. Gleichwohl ist nicht ausser Acht

zu lassen, dass sie durch den Zahlvorgang in zwei stetig zu- bzw. abnehmende Lager
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getrennt wird, d.i. in jenes der bereits gezdhlten und in jenes der noch ungezéhlten
Gegenstéinde. Zahlen ist nicht unwesentlich ein Trennen.

Das trennende Uberfiihren von einem Zustand in den anderen ist uns bereits in Sei-
denbergs Skizze des prototypischen Schopfungsrituals begegnet, worin bei namentlicher
Anrufung paarweise auftretende Menschen vom Leben in den Tod beférdert werden. Es
scheint mir nicht weit hergeholt, sich diese Uberfiithrung als eingebettet in einer streng
getakteten (vielleicht mit Trommelspiel unterlegten) Handlungsabfolge vorzustellen; ist
denn nicht jedes Ritual wesentlich mit Rhythmus — dem ihm eigenen Rhythmus — ver-
setzt? Wie weit von Schopfungs- und anderen Ritualen das sdkularisierte Zédhlen auch
entfernt sein mag, deren rhythmische Natur, das Regelméssige daran, vermochte es nicht
abzulegen. Es ist kein Zufall, dass ,ouduilewv’ im Altgriechischen dasselbe wie ,abmessen'
oder ,abwégen‘ (und im Neugriechischen offenbar das Einstellen eines Messinstruments)
bedeuten kann.?* Eine der, wie mir scheint, unumstosslichen Regeln des Zihlens ist das
Verbot, denselben Gegenstand mehrfach zu zéhlen; ist er einmal ins Lager der gezéhlten
iiberfithrt worden, gibt es — wie beim Ubergang vom Leben in den Tod — kein Zuriick
mehr. Sie gibt den Takt vor, nach dem sich Zahlungen zu richten haben. (Man konnte
freilich jeden Gegenstand zweimal zéhlen und die so gewonnene Anzahl in zwei gleich
dicke Tranchen teilen; der Ubergang ins Lager der (zu Ende) gezihlten finde dann
erst eigentlich in der zweiten Zahlung statt.) Daneben gibt es Regeln, die, so scheint
mir, zur Feinkalibrierung des Zahlmechanismus gehoéren und sich je nach Vorliebe oder
Anwendungszweck umjustieren lassen. Ethnographisch belegt ist etwa das Vorkommen
von paarweisem Zihlen;?> dabei wechseln entgegen der Regel (4) zwei Gegenstiinde auf
einmal, d.h. bei nur einsprossigem Vorriicken auf der Zahlzeichenleiter, ins Lager der
gezdhlten. Eine solche Zahlweise erfordert vom angewandten Zeichensystem indes das
Vorhandensein eines zweiten Grundzeichens, um Mengen, die sich vollsténdig in Paare
zerteilen lassen, von solchen, bei denen stets ein ungepaartes Element iibrig bleibt, zu
unterscheiden; sie konnte deshalb als Triebfeder fiir die Weiterentwicklung der Strichno-
tation gewirkt haben.

Das nun entworfene Bild des Zédhlens wiirde von einigen wohl als mechanistisch ab-
getan werden, zumal es darin so dargestellt ist, als konne dessen Ausfithrung durchaus
an seelenlose Maschinen tibergeben werden. Ich wiirde das Bestehen dieser Mo6glichkeit
jedoch keinesfalls in Abrede stellen, sondern als Ausgangspunkt einer Frage nehmen, der

in einer anderen Arbeit nachgegangen werden miusste — der Frage ndmlich, wie jener iiber

54Die Angaben sind dem Gemoll und dem griechisch-deutschen Online-Wérterbuch von Pons entnom-
men.

5Vgl. Seidenberg (1962, S.8), Lévy-Bruhl (1910, S. 220).
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den rein mechanischen Umgang mit Zahlzeichen hinausfithrende Gebrauch derselben als
aus ebendiesem Umgang hervorgehend zu denken sei. Die Frage, um die es gleich gehen
wird, ist indes eine ganz andere. Nachdem sich im letzten Paragraphen erwiesen hat,
dass nicht alles, was sich zédhlen lasst, auch nummerierbar ist, stellt sich natiirlich die
Frage, wie umfassend das Gebiet des Zahlbaren selbst ist. Es soll nun also der Frage
nachgegangen werden, was sich alles zéhlen lasst und — falls es ausserhalb dieses Gebiets
iiberhaupt etwas gibt — welche Bedingungen vonseiten der abzuzdhlenden Vielheit erfillt

sein missen, damit sie abgezéahlt werden kann.
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[ Was sich unter welchen Umstanden zahlen |asst

Das Gebiet des Unzahlbaren

§14  Was sich alles zéhlen ldsst, ldsst sich schwerlich unter eine Gattung bringen. Denn
nebst Schafen, Rindern und allerlei anderem Getier zdhlen wir auch Unbeseeltes, Kokos-
niisse und Muschelschalen, ebenso Broétchen und Miinzen, und von alledem manchmal
nur bestimmte Teile, manchmal aber ganze Gruppen oder Arten, Familien und Stdmme;
andere wiederum halten Buch tiber die Liebschaften, denen sie heimlich nachgegangen
sind, oder iiber die Lander, die sie bereist haben, und wieder andere zéhlen die Tage, die
seit einem bestimmten Ereignis vergangen sind oder ihnen bis zu einem solchen bleiben,
wéahrend sich manche erst erleichtert fithlen, wenn sie aufgezihlt haben, was sie Gutes
getan und Unrechtes erlitten haben in ihrem Leben. Fernerhin werden in Biichern nicht
nur Seiten und Zeilen oder Kapitel und Absétze gezédhlt, sondern nach je verschiedenen
Zahlweisen Sétze, Worter, Silben und Buchstaben, ebenso in Partituren Sétze, Phrasen,
Takte und Noten; auf manch einem Bild sind Gestalten in bestimmter Zahl zu sehen und
manch eine Erzédhlung handelt von soundso vielen Figuren; zédhlen lassen sich schliesslich
auch mathematische Gebilde wie Potenzmengen, abelsche Gruppen oder asymmetrische
Graphen von gegebener Ordnung.

Dem Gebiet des Zahlbaren scheinen also keine Grenzen gesetzt zu sein; es erstaunt

daher nicht, diesen Worten in Freges Grundlagen der Arithmetik zu begegnen:>®

Die arithmetischen Wahrheiten beherrschen das Gebiet des Zdhlbaren. Dies ist das umfassendste;

denn nicht nur das Wirkliche, nicht nur das Anschauliche gehort ihm an, sondern alles Denkbare.

Sollten also nicht die Gesetze der Zahlen mit denen des Denkens in der innigsten Verbindung stehen?

Wenn aber das Gebiet des Zéhlbaren alles Denkbare umfasst, kann dann nichts Unzéhl-
bares gedacht werden? Russell verneint die Moglichkeit, wenn er in jenem Frithwerk, aus
dem bereits zuvor (in §8) zitiert wurde, mit dann doch erstaunlicher Unbekiimmert-

heit annimmt, dass jeder mogliche Gegenstand des Denkens als Eines gezéhlt werden
konne:?”

Whatever may be an object of thought, or may occur in any true or false proposition, or can be
counted as one, I call a term. This, then, is the widest word in the philosophical vocabulary. I shall
use as synonymous with it the words unit, individual, and entity. The first two emphasize the fact
that every term is one, while the third is derived from the fact that every term has being, i.e. is in

some sense.

0 GA, §14.
S"Russell (1903, S.43); das zweite Zitat findet sich auf S. 71.
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Dass Russell die disjunktiv verkniipften Bestimmungen fiir austauschbar hélt, geht aus
einer anderen Stelle noch unmissverstandlicher hervor: « A and B may be any conceivable
entities, any possible objects of thought, they may be points or numbers or true or false
propositions or events or people, in short anything that can be counted.» Demnach
wére nicht nur alles Denkbare, sondern auch jedes Seiende als eines zéhlbar, und die
perennische Konvertibilitdt der transzendentalen Bestimmungen ens und unum wieder
hergestellt.

Wenn nun alles, was ist, gezdhlt werden kann, dann sollte ich doch in der Lage sein,
alles, was jetzt vor mir auf dem Tisch liegt — ein Kugelschreiber, verstreute Zettel, einige
Biicher und ein halbleeres Wasserglas —, zu zédhlen. In der Tat kénnte ich rasch damit be-
ginnen, den Kugelschreiber als erstes zu zédhlen, um danach gleich die verstreuten Zettel
einzusammeln; dieser eine Kugelschreiber jedoch lasst sich, wie ich weiss, in sieben Teile
auseinanderschrauben, weshalb sich zunéchst die Frage aufdringt, ob diese einzeln und
zusétzlich zum zusammengesetzten Schreibgerdt gezahlt werden sollen oder nicht. Ein
Pragmatiker wiirde die Frage vielleicht beiseite schieben und dort, wo er sich sicher fiihlt,
mit dem Zéahlen fortfahren; bestenfalls wiare das Problem damit auf spater verschoben,
zumal eine Zahlung erst dann endet, wenn alles, was es zu zadhlen galt, auch gezéihlt
ist. Um die Zahlung beenden zu konnen, muss ich also wissen, ob die Teile einzeln zu
zéhlen sind und, falls ja, ob zusétzlich der ganze Kugelschreiber als Eines gezdhlt wer-
den soll oder nicht; immerhin muss ich darauf achten, nichts Unbeabsichtigtes zu zéhlen.
Nicht undhnliche, dafiir umso entmutigendere Schwierigkeiten sihe ich alsdann in Anbe-
tracht der aufliegenden Biicher auf mich zukommen. Unter anderem wére hier die Frage
anzugehen, ob die beiden Exemplare der Logisch-philosophischen Abhandlung getrennt
zu zéhlen sind und das eine Werk, dessen Exemplare sie beide sind, als drittes noch
dazu; weiter miisste dartiber entschieden werden, ob auch die vielen Seiten, aus denen
jedes Buch zusammengebunden — oder bedauerlicherweise: -geklebt — ist, einzeln und ob
Vorder- und Riickseite getrennt zu zéahlen sind; dann ob die darauf abgedruckten (und
mit Nummern versehenen) Bemerkungen und Absétze ebenso wie die Sétze, Worter,
Silben und Buchstaben, aus denen diese sich zusammensetzen, je einzeln zu zéhlen sind,
und, falls ja, ob jedes einzelne Vorkommen eines Wortes, einer Silbe, eines Buchstabens
oder jedes vorkommende Wort, jede vorkommende Silbe, jeder vorkommende Buchstabe
nur einmal oder gar beides — Vorkommnisse und Typen — nacheinander gezéhlt werden
soll.

Das Problem, welches all diese Fragen aufwerfen, besteht nicht eigentlich darin, dass
sich die erwogenen Zahlungen an sich nicht aus- und zu Ende fiihren liessen, sondern

darin, dass der urspriinglichen Vorgabe nicht zu entnehmen ist, welche darunter ich nun
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tatséchlich auszufithren und welche ich zu unterlassen habe(; und lautete die Antwort:
»Allel“ — wie konnte ich da entscheiden, ob nicht eine vergessen gegangen ist?) Nur schon
deshalb wére es mir unmoglich, der Aufforderung, alles zu zéhlen, was jetzt vor mir auf
dem Tisch liegt, ohne weiteres Folge zu leisten. Auf ein Problem anderer Art hingegen
brachte mich die einfache Einsicht, dass zu dem, was vor mir auf dem Tisch liegt, nebst
den Buchseiten und Zetteln auch das Material, aus dem sie beschaffen sind, gehort.
Dafiir, dieses Material getrennt von dem, wozu es gerade geformt wurde, zu betrachten,
spricht vor allem die Mo6glichkeit, demselben Material in einer anderen Erscheinungsform
—z. B. als Zettel und nicht mehr als Buchseite — wieder zu begegnen. Wie aber koénnte ich
Papier zdhlen? Nun, ich kénnte zunéchst damit beginnen, die auf dem Tisch liegenden
Papierstiicke zu zdhlen und k&éme dabei auf dieselbe Anzahl wie bei der Zahlung der
Zettel und Buchseiten. Im Gegensatz zu einer Buchseite aber kann ein Stiick Papier in
viele Fetzen gerissen werden, ohne dass einer dieser Fetzen aufhdéren wiirde, Papier zu
sein; und auch nachdem alles Papier auf dem Tisch in Fetzen gerissen worden ware —
es lage noch immer dieselbe Papiermasse, dieselbe abzuzdhlende Vielheit vor mir, nur
wiirde die neuerliche Zahlung der Papierstiicke diesmal ein anderes Ergebnis zeitigen;
fernerhin héatte dasselbe Papier in andere, z. B. feinere Fetzen zerteilt werden konnen.
Ebenso verwirrend erscheint die Forderung im Hinblick auf das halbleere Wasserglas,
dessen Inhalt sich auf derart unbestimmbar viele und willkiirliche Weise portionieren
liesse, dass an ein Zdhlen wahrlich nicht zu denken ist.

Entgegen aller ewigen Philosophie scheinen dem Gebiet des Zdhlbaren auf einmal
doch Grenzen innerhalb des Seienden gesetzt zu sein; denn dass Wasser etwas und nicht
nichts ist, scheint mir kaum bestreitbar. Wenn nun aber nicht alles, was ist, und somit
nicht alles, was Gegenstand des Denkens sein kann, zédhlbar ist, dann stellt sich die Frage,
wo die Grenze zwischen dem Zéahlbaren und dem Unzédhlbaren verlduft. Die Sprache

erweist sich bei diesem Unterfangen als gar keine so schlechte Fiihrerin.

§15 Frege wiirde sicherlich darauf hinweisen, dass einem Z#&hlenden mit der Auffor-
derung, das jetzt vor ihm auf dem Tisch Liegende zu zéhlen, der «Gegenstand seiner

8 sei, und dem wohl anfiigen, dass es zu

Untersuchung noch nicht vollstindig gegeben»®
ihrer Vervollstandigung der Angabe eines (anderen) Begriffs bediirfe. Tatséchlich wére
ihm ein Begriff, der solches leistet, etwa mit dem Wort ,Buch‘ gegeben; so wiisste er
bereits besser, was er zu zidhlen und was er nicht — keine Seiten, Bemerkungen o. dgl. —
zu zéhlen hat. Die dem Wort innewohnende Mehrdeutigkeit liesse sich, um auch noch die

letzte Unsicherheit zu beseitigen, zudem durch das Anhéngen des Wortteils ,-exemplar

8GA, §22.
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aufheben. Der Zahlende wiisste sodann, was er als eines zu zéhlen hat, und, da es sich um
einen komplexen Gegenstand handelt, mithin dass die einzelnen Bestandteile, aus denen
dieser zusammengesetzt ist, nicht zusétzlich gezdhlt werden diirfen. Beendet wére die
Zahlung schliesslich, wenn alles, was ein Buchexemplar ist und zu besagter Zeit vor ihm
auf dem Tisch lag, einmal gezdhlt ist. Begriffe, die solches leisten, will ich Zahlbegriffe
nennen. Ein Zahlbegriff zeichnet sich also dadurch aus, dass er dem Zahlenden etwas an
die Hand gibt, woran sich entscheiden lédsst, was als Eines und was nicht als Eines zu
zéhlen ist. Ein Zahlbegriff, werden wir sagen, enthalte wesentlich ein Prinzip der Einheit.

Wo die Angabe eines Zahlbegriffs die einzige fehlende Zutat dafiir ist, etwas zédhlen
zu konnen, liegt der Grund fiir das festgestellte Fehlen von Zahlbarkeit offenbar nicht in
der Sache selbst — einer Sache, die dem hypothetischen Gebiet des Unzéhlbaren hétte
zugeschlagen werden miissen —, sondern vielmehr in der fehlenden Wahl eines fiir das
Zahlen geeigneten Begriffs (oder der erfolgten Wahl eines ungeeigneten), letztlich also
in der Weise, wie das zu Zahlende aufgefasst wird. Die Wahl des Begriffs, und somit
der Auffassungsweise, ist aber ein Akt der Willkiir, zumal dort, wo mit gleichem Recht
verschiedene Zahlbegriffe anwendbar sind. Gerade ein solcher Fall liegt in der geschil-
derten Situation vor; ich héitte — um es mit Frege zu sagen — «in Ansehung derselben
dussern Erscheinung)® die vor mir liegende Sache mit gleichem Recht als ein Buch, als
zwel Exemplare desselben, als je 103 Seiten oder 526 Bemerkungen auffassen kénnen.
Dennoch verhélt es sich nicht so, als stiinde dem Z&hlenden eine homogene Seinsschmel-
ze gegeniiber, die er nach Belieben zerteilen und wieder zusammenfiigen kénnte; der
Willkiir sind durchaus enge Grenzen gesetzt, und zwar in zweifacher Hinsicht. Erstens
hat der gewéhlte Begriff auf die durch ihn betrachtete Sache anwendbar zu sein, d. h.
sein Zeichen muss von der ihm gemiss aufgefassten Sache wahr ausgesagt werden; und
ist ein anwendbarer Zéhlbegriff einmal gewéhlt, ist das Ergebnis der Zdhlung kein will-
kiirliches, sondern einerseits durch die Regeln des Zahlens, andererseits und vor allem
aber durch die tatsdchlichen Ausmasse der Sache selbst festgelegt. Obschon Frege der
Willkiir durchaus den ihr gebiihrenden Platz im Auswahlverfahren zu gewéhren weiss, ist
er sich ihrer Grenzen sehr bewusst, wenn er einschriankend (und sinngeméss) bemerkt,
es konne «in Ansehung derselben dussern Erscheinung mit derselben Wahrheit) (meine

Kursivsetzung) gesagt werden: ,dies ist ein Buch“ und ,dies sind 526 Bemerkungen*;

59GA, §46. Freges Beispiele sind die Ilias, welche «als Ein Gedicht, als 24 Gesénge oder als eine grosse
Anzahl von Versen» (§22) aufgefasst werden kénne, ein Pack Spielkarten (§22), Bdume und Heeres-
teile (§46). An dem zugeschlagenen Exemplar der Ilias sind von aussen zwar die Seiten und Verse,
aus denen sie zusammengesetzt ist, nicht sichtbar; indes darf beim Durchbléttern, wo diese erst zum
Vorschein kommen, an der Auffassung des Ganzen als eines Buchs durchaus festgehalten werden.

35



ebenso, wo er klarstellt, dass der Botaniker «etwas ebenso Thatséchliches sagen» wolle,
«wenn er die Anzahl der Blumenblitter einer Blume, wie wenn er ihre Farbe angiebt.»59

Im ersten Hinblick auf den fliissigen Inhalt meines Wasserglases liegt wiederum die
Vermutung nicht fern, der Grund fiir die Unzdhlbarkeit sei nicht in der Sache selbst,
sondern in der Wahl eines ungeeigneten Begriffs zu verorten. Demnach wiirde das Wort
,Wasser, das sich ja nur in sehr seltenen Féllen mit Zahlwortern paaren lésst — und
dann zumeist in Bedeutungen wie ,Gewésser‘, ;Wassersorte’ oder noch ,Wasserflasche’
gebraucht wird —, dem Zahlenden einen mangelhaften Begriff iibergeben;®! fiir die néti-
ge Erginzung wiirde sodann ein Wort wie ,Glas‘, ,Portion‘ oder ,Liter* sorgen, das dem
Massenterm voranzustellen wére, um mit ihm einen Term zu bilden, der einen geeigneten
Z&éhlbegriff mit sich bringt. Aber wire es, wenn dies zutréfe, nicht naheliegender, die Un-
terteilung in Begriffe, die sich fiir das Zéahlen eignen, und in solche, die dafiir ungeeignet
sind, als Ergebnis einer Tauschung, verursacht durch einen sprachlichen Mangel, anzu-
sehen und hernach aufzugeben? Eine Tatsache, die Philosophen spétestens seit Quines
Aufsatz ,Ontological relativity* bekannt sein diirfte, scheint zudem weitere Unterstiitzung
zu bieten. Die Verbindung von Zahlwort und Nomen erfordert im Japanischen den ver-
mittelnden Einsatz sogenannter Klassifikatoren (classifiers), deren Funktionsweise sich
gemiss Quine auf zwei verschiedene Weisen erkliren lasse.%? Der zweiten Erklirung nach
fiigt sich der Klassifikator an das Nomen, um mit ihm einen komplexen ,,Zahlterm* —
Quine spricht von einem (composite individuative term»> — zu bilden, wohingegen es sich
bei dem alleinigen Nomen, das den Einsatz des Klassifikators erfordert, — u. a. also bei
den Wortern fiir ,Ochse‘ oder ,Buch‘ — nicht etwa, wie im Deutschen oder Englischen, um
einen Z&hl-, sondern um einen Massenterm handelt, der, so Quine, die nicht-individuierte
Gesamtheit der Sachen abdecke, auf die er anwendbar ist. Sollte sich indes bewahrhei-
ten, dass alle generellen Terme des Japanischen in Verbindung mit Zahlworten stets den
Einsatz eines Klassifikators erfordern, wére in ihr dann nicht eine Sprache gefunden, die
den vermeintlichen Unterschied zwischen Z&hl- und Massenbegriffen {iberhaupt nicht
anzeigt?

Hierzu gilt es erstens festzuhalten, dass Japanisch diesbeziiglich keinesfalls eine Aus-
nahme bildet; Klassifikatoren werden in vielen Sprachen eingesetzt.%3 Zweitens ist die
Annahme, wonach in der Zugehorigkeit zu einer dieser Klassifikatorsprachen ein hinrei-

chender Grund fiir das Fehlen der Unterscheidung von Zahl- und Massentermen (auf

50G4, §26.

51Tm Deutschen gibt es Worter, deren Plural noch seltener oder gar nicht vorhanden ist. Beispiele sind:
,Schmuck*, ,Wasche‘, ,Obst*, ,Milch‘, ,Fleisch‘, ,Eis‘.

52Vgl. Quine (1969a, S. 35-7).

53Vgl. Aikhenvald (2006, S.466), Doetjes (2012, S.2562-4).
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lexikalischer Ebene) zu sehen sei, alles andere als unbestritten; gerade in Bezug auf
das Japanische wurden starke Argumente fiir die Existenz dieser Unterscheidung vorge-
bracht.%* Was ferner die vermutete Analogie zwischen Klassifikatoren und jenen Wortern
anbelangt, mit denen auch im Deutschen Massenterme ergénzt werden kénnen, miisste
zuallererst auf gewichtige Unterschiede im syntaktischen Verhalten hingewiesen werden,
welche eindeutig Quines erste Erklarung begiinstigen, derzufolge der Klassifikator als ein
an das Zahlwort gebundendes Morphem auftritt.®> Diese Entgegnungen sollen jedoch
keineswegs implizieren, dass die Unterscheidung von Z&hl- und Massentermen unproble-
matisch sei; sie ist, ganz im Gegenteil, hochst problematisch, allerdings wiirde uns eine
tiefergehende Behandlung der vielen aporetischen Probleme, die sie aufwirft, zu weit von
dem eingeschlagenen Weg abbringen, weshalb im Folgenden nur einige wenige darunter
gestreift werden konnen.56

Den Kritikern einer Unterscheidung von Zahl- und Massenbegriffen muss gewiss zuge-
standen werden, dass nicht alles, wovon ein Massenterm wahr ausgesagt wird, unzahlbar
ist. Jenes Ritual aus Oran, von dem zuvor (in § 5) berichtet wurde, sieht die Zahlung von
Korn vor; ,Korn‘ indes verhalt sich in syntaktischer Hinsicht nicht anders als der para-
digmatische Massenterm ,Wasser‘, was sich beispielhaft daran erkennen lésst, dass nach
erfolgter Zahlung grammatisch durchaus korrekt ausgerufen werden koénnte: ,Nun, da
viel Korn abgezahlt worden ist, sei alles Korn in sieben Haufen zerteilt und jedem nach
seiner Abstammung aus einem der Haufen etwas davon abgegeben*; Konstruktionen mit
viele Korn‘ oder ,drei Korn* sind dagegen ungrammatisch.%” Ubereinstimmung herrscht

auch in semantischer Hinsicht. ,Korn‘ teilt sich mit anderen Massentermen die von Quine

54Vgl. Watanabe (2006, S. 267-74), wo weitere Gleichgesinnte aufgefithrt sind; vgl. auch Doetjes (2012),
wo zudem auf diesen wichtigen Aspekt hingewiesen wird: «In many classifier languages there is one
classifier that functions as a general classifier, which is semantically bleached and tends to combine
with a large set of nouns in the language» (S.2563).

55Yamamoto schreibt hierzu: «In oversimplified pedagogical treatments, numeral classifier constructions
are frequently introduced as basically equivalent to English measure phrases denoted as ,two sheets
of paper‘ or ,three heads of lettuce In fact, this characterization is misleading and stems from a
misidentification of very different phenomena. It is significant to note that in a numeral classifier
phrase, the numeral and classifier are always adjacent and form a syntactic constituent without any
element intervening between them, whereas in an English measure phrase, a numeral and measure
word can be separated by an adjective or other modifiers» (Yamamoto (2005, S.2)). Gemeint sind
Syntagmen wie ,drei grosse Glaser Wein‘.

56vgl. fiir eine Ubersicht Koslicki (2006).

57Vgl. Krifka (1991, S. 399). Mit ,viele Korner‘ und ,drei Koérner* lassen sich durchaus grammatische Kon-
struktionen bilden, nur hat die Pluralform von ,Korn‘ hier eine andere Bedeutung; es sind entweder
einzelne Korner, also die elementaren Bestandteile dessen, wofiir ,Korn‘ in der obigen Verwendung
zusammenfassend steht, gemeint oder aber verschiedene Sorten von Korn (sog. Sortenlesart). Einen
Spezialfall scheint mir das Kompositum ,Dreikornbrot‘ zu bilden. Gelegentlich ist auch die syntakti-
sche Verbindung von Zahlwort und Massenterm im Singular méglich, so z. B. in ,Sie trank fiinf Bier
an diesem Abend‘ (sog. Portionenlesart). Vgl. hierzu Dudenredaktion (2009, S.172f).
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herausgestrichene Eigenschaft, kumulativ zu referieren: Jede Summe von Teilen, die fiir
sich betrachtet Korn sind, ist selbst wiederum Korn.%® Gleiches gilt fiir eine ganze Reihe
anderer Worter, darunter ,Reis‘, ,Sand‘ und ,Vieh‘, aber, wie Laycock zu Recht betont,
eben auch — zumindest in Bezug auf das Kriterium der kumulativen Referenz — fiir die
Pluralform von Zahltermen, also fiir ,Reiskérner’ und ,Schafe‘.%? Aus der Vereinigung
zweier Vielheiten von Schafen geht wiederum eine Vielheit von Schafen hervor.

Ein anderes semantisches Kriterium, das ,reine* Massenterme wie ,Wasser‘ nicht nur
gegen Terme wie ,Vieh, sondern zugleich auch gegen Zéhlterme im Plural abgrenzen
konnte, findet sich bei Frege: ™

Wir kénnen z. B. das unter den Begriff des Rothen Fallende in mannigfacher Weise zertheilen, ohne

dass die Theile authéren, unter ihn zu fallen. Einem solchen Begriffe kommt keine endliche Zahl zu.

In der Tat erlaubt das unter den Begriff Vieh‘ Fallende keine beliebige Zerteilung; von
einem oder mehreren Schafskdpfen zu sagen, dies sei Vieh, ware schlicht falsch. Wie
aber verhilt es sich mit dem Begriff ;Wasser‘? Wir sind sicherlich bereit, jeden noch so
kleinen von Auge sichtbaren Tropfen aus dem Wasserglas als Wasser anzusehen; ande-
rerseits diirfte nicht wenigen bekannt sein, dass Wasser letztlich aus Molekiilen besteht,
deren Teile fiir sich genommen kein Wasser sind.”' Soweit nun diese wissenschaftliche
Erkenntnis in die Bedeutung des Terms ,Wasser* einfliesst, gleicht er sich dem seman-
tischen Verhalten von ,Vieh‘ an. Im normalen Sprachgebrauch wird indessen auch jene
Flissigkeit, die aus unseren Wasserhahnen quillt, als Wasser bezeichnet, obschon es sich
dabei nicht um eine reine, einzig aus durch instabile Wasserstoftbriicken lose miteinander
verbundenen HyO-Molekiilen bestehende Fliissigkeit handelt. Ausserdem sind wir ohne
weiteres in der Lage, uns mit Menschen, denen die molekulare Struktur von Wasser un-
bekannt geblieben ist, in vielerlei Hinsicht {iber jene Fliissigkeit zu unterhalten, ohne je
in Verstdndnisschwierigkeiten zu geraten. Der gewohnliche Gebrauch von ,Wasser* gleicht
also eher jenem von ,Holz‘ oder ,Schlamm’‘, deren Bedeutungen keine vergleichbare Préa-
zisierung durch die Chemie erfahren haben. Obzwar auch jedes Schlammvorkommen
letztlich aus irgendwelchen Atomen in diversen Verbindungen besteht, ist es unméglich,
aufgrund der Bedeutung von ,Schlamm‘ zu entscheiden, wo die Teile des Vorkommens

aufhoren Schlamm zu sein.” Ich gehe also mit Krifka einher, dass «[ijn der Semantik der

%8Vgl. Quine (1960, S.91).
59Vgl. Laycock (2006, S.536), auch Krifka (1991, S. 406).
0GA, §54.

"Vgl. Quine (1960, S.98). Auch in Freges Beispiel kommt das Zerteilen physikalisch irgendwo an ein
Ende, dort ndmlich, wo die betrachtete Oberflache zu klein wird, um rotes Licht zu reflektieren.
"2@Gleiches scheint mir auch in Bezug auf ,Holz‘ zu gelten, obwohl sich der chemische Aufbau dessen, was

wir Holz zu heissen pflegen, sicherlich spezifischer angeben lésst, als bei Schlamm.
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natiirlichen Sprache» kein «atomares [...] Weltbild ,eingebaut‘» ist, das die Bedeutung
von ,Wasser‘ und sich dhnlich verhaltenden Wortern auf die Existenz kleinster Teile hin

festlegen wiirde.”™

§16 Die Tatsache, dass sich in die Bedeutung von ,Wasser' neues Wissen iiber die
molekulare Struktur jener Fliissigkeit einbauen liess, ohne die vorwissenschaftliche Ver-
wendung des Wortes zu verdréngen, zeigt, dass die alte (und nach wie vor gebrauchliche)
Bedeutung keine endlose Teilbarkeit impliziert — dass sie also, um wiederum Krifkas Wor-
te zu bemiihen, die <Frage der Atomaritit) offen lisst.”™ (Nebenbei gesagt, ist hier eine
gewisse Affinitdt zu Quines Mutmassung erkennbar, wonach Massenterme Relikte einer
(pre-individuative phase in the evolution of our conceptual scheme) seien.”®) Kiinstlich
beschrankt auf seine chemische Bedeutung, verhélt sich ,Wasser‘ freilich nicht anders
als Vieh‘; wie letzteres durch die Beifligung von ,Stiick‘ lasst sich ersteres durch die
Beifligung von ,Molekiil* zu einem Term ergénzen, der einen Z&hlbegriff mit sich bringt.
Weshalb aber sollte Vergleichbares nicht auch in Bezug auf das vorwissenschaftlich ver-
wendete Wort moglich sein, indem es, wie bereits vorgeschlagen, zum Beispiel durch die
Behilterbezeichnung ,Glas‘ oder die Massangabe ,Zentiliter* erganzt wiirde? Es ist doch
ein Verfahren zur Ermittlung der Anzahl Zentiliter Wasser in meinem Glas durchaus
denkbar: Man behéndige sich dazu eines Gefésses von entsprechendem Ausmass, fiille
es vollstdndig mit Wasser aus dem Glas, leere das abgefiillte Wasser in ein anderes und
wiederhole dies, bis das erste Glas kein Wasser mehr enthélt. Ist, sofern man sich das Em-
porsteigen entlang der Zahlzeichenreihe daran gekoppelt hinzudenkt, hiermit etwa kein
Zéhlverfahren beschrieben? Immerhin ist durch den Gebrauch desselben Gefiasses und
das Wegleeren der einmal abgefillten Zentiliter Wasser sichergestellt, dass nicht mehr
als eine Ladung auf einmal und keine zweimal gezihlt wird; zudem ist das Ergebnis einer
derartigen Handlung kein willkiirliches, sondern durch die Regeln des Verfahrens und die
tatsdchlichen Ausmasse des vorhandenen Wassers festgelegt.

Gleichwohl ist die Frage zu verneinen und die Einsicht festzuhalten, dass an der Un-
zéhlbarkeit von Wasser im normalsprachlichen Sinne auch die Zuhilfenahme von Mass-

gefissen nicht zu riitteln vermag. Zugénglich ist diese Einsicht zunéchst vielleicht nur

"Krifka (1991, S.405).

"Einen dhnlichen, wenn auch leicht differenzierteren Gedanken driickt Laycock aus, wo er schreibt:
«no such object-involving concepts enter into the meanings of the group (c) terms», worunter u. a.
,Wasser* als Beispiel aufgefiihrt ist (Laycock (2006, S.537)). Unter ,object‘ fasst er nebst atomaren
Gegenstdnden auch diskrete Partikel, die sich, wie Schneeflocken oder Sandkérner, zerreiben oder
zermalmen lassen, ohne dass dadurch die aus ihnen bestehende Vielheit aufhéren wiirde, dieselbe zu
sein (ganz im Gegensatz zu einer Viehherde, deren Identitit den Gang zum Metzger nicht iberdauert).

"SQuine (1969a, S.24).
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iiber die noch unbestimmte Intuition, wonach das beschriebene Verfahren in stiarkerem
Masse auf Konventionen beruhe als das Zahlen. Es scheint, als habe die Sache selbst, das
Wasser also, iiberhaupt keinen Anteil daran, was als Eines gezéhlt wiirde, wohingegen bei
einer Viehherde das Mass dem Zdhlenden gleichsam durch dussere Gegebenheiten auf-
gezwungen werde. Dabei darf natiirlich nicht vergessen gehen, dass auch Zahlungen von
Willkiir und Konvention geprégt sind. Die Wahl des Zahlbegriffs enthalt durchaus ein
Moment der Willkiir; und, wie das Vorkommen von paarweisem Zahlen deutlich macht,
ist gerade jener Regel des Zéhlens ein gewisser Gestaltungsfreiraum gelassen, nach der
immer nur ein Gegenstand auf einmal ins Lager der gezdhlten zu iberfithren sei. Nebst
aller Willkiir und Konvention jedoch leistet der Zahlbegriff etwas, wozu ein Term wie
,Zentiliter Wasser‘ dem Zahlwilligen das Notige nicht in die Hand zu geben vermag. Denn
der Zahlbegriff — oder wie es Frege sagt: «der Begriff, dem die Zahl beigelegt wird»7® —

grenzt, um gleich mit ihm fortzufahren,

im Allgemeinen das unter ihn Fallende in bestimmter Weise ab. Der Begriff ,Buchstabe des Wortes
Zahl‘ grenzt das Z gegen das a, dieses gegen das h u.s.w. ab. Der Begriff ,Silbe des Wortes Zahl*
hebt das Wort als ein Ganzes und in dem Sinne Untheilbares heraus, dass die Theile nicht mehr
unter den Begriff |Silbe des Wortes Zahl‘ fallen. Nicht alle Begriffe sind so beschaffen.

Obschon eine unter den Begriff ,Zentiliter Wasser® fallende Ladung insofern unteilbar
ist, als keiner ihrer echten Teile selbst wieder unter den Begriff fillt, erfolgt die Ab-
grenzung nicht in der Weise eines Zahlbegriffs. Verschiedene Zentiliter Wasser kénnen
Teile gemeinsam haben; so ergibt die Hélfte eines Zentiliters Wasser zusammen mit der
Halfte eines ganz anderen Zentiliters Wasser einen weiteren Zentiliter Wasser. Da der
Teilbarkeit von Wasser zudem keine begrifflichen Grenzen gesetzt sind, scheidet jeder
noch so kleine Tropfen eines Zentiliters Wasser diesen von einem anderen. Folglich lasst
sich der Inhalt des Wasserglasses auf unbestimmbar viele Weisen in einzelne, teils sich
iiberschneidende und doch voneinander verschiedene Zentiliter portionieren. Das Weg-
leeren der einmal abgefiillten Wasserladungen beschrinkt, indem es Uberschneidungen
zwischen ihnen verhindert, die ungeheure Vielzahl an verschiedenen Zentiliterportionen

auf ein handhabbares Mass.””

CGA, §54.

"Die (extrinsische) Eigenschaft eines Gegenstands, sich nicht mit anderen zu tberlappen, nennt Krif-
ka seine Diskretheit und fithrt sie als notwendige Bedingung der Zahlbarkeit an (vgl. Krifka (1991,
S.406)). Weiter unten (sieche §23) werden indes Beispiele angefiihrt, die Krifkas Behauptung wi-
derlegen; Diskretheit ist weder notwendige noch hinreichende Bedingung der Zahlbarkeit. Laycock
unterscheidet <discrete and continuous quantity», wobei er zwar behauptet, es handle sich nicht um
eine unmittelbar ontologische Unterscheidung, ihr aber dennoch zugesteht, «the possibility of certain
ontic contrasts) zu enthalten (Laycock (2006, S.537)).
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Wasser ldsst sich deshalb auf derart viele Weisen in verschiedene Portionen zer-
stiickeln, weil die Zerstiickelung — anders als bei Viehherden o. dgl. — keinen vorgezeich-
neten Linien zu folgen hat, ja es nicht einmal kénnte, da iiberhaupt keine vorhanden
sind. Es kann der Schnitt zwischen Portionen, wenn nur die Ausmasse stimmen, iiberall
angebracht werden. Was die stimmigen Ausmasse sind, bestimmt das Mass, dessen Wahl
indes der Willkiir wiederum einiges anheimgibt. Denn ebenso gut liesse sich das Wasser,
anstatt in Zentiliter, in Kubikzoll, Fliissigunze oder Shaku abfiillen (in Sekunden hinge-
gen nicht). Egal aber welches Mass den Vorzug erhilt, das zuletzt im Glas verbleibende
Wasser wird — was mir das Ausschlaggebende scheint — das Massgefdss kaum jemals
vollstandig zu fiillen vermoégen. Um zwei Mengen auseinanderhalten zu konnen, die um
weniger als das Fassungsvermdgen des Massgeféisses voneinander abweichen, zwingt sich
dem Ausfithrenden daher die Anwendung gebrochener Zahlen auf. Hierin glaube ich den
wesentlichen Unterschied zwischen dem eben beschriebenen Verfahren und denjenigen
aus dem ersten Abschnitt dieser Arbeit erkannt zu haben, jenen Unterschied also, der
das Zéhlen von anderen Formen des Messens — vom Messen im engeren Sinne — abhebt.
In diesem Licht erscheint paarweises, oder allgemeiner: k-weises, Zéhlen nun als so etwas
wie das Bindeglied zwischen Z&hlen und Messen im jeweils engeren Sinne. Nicht nur als
Triebfeder fiir die Weiterentwicklung der Strichnotation konnte es daher gewirkt haben
(siehe §13), sondern auch fiir die Entwicklung von Bruchnotationen.™

Von hier betrachtet nimmt sich die Behauptung, wonach es nichts Unzéhlbares ge-
be, ja solches nicht einmal gedacht werden kénne, ziemlich haltlos aus. Offenbar gibt es
Vielheiten um uns herum, die wir durchaus mit gutem Grund als unzéhlbare auffassen,
und zwar unbeschadet dessen, ob letztlich alles in unteilbare und einer Zahlung zugéng-
liche Partikel zerfallt oder nicht. Es erstaunt daher nicht, in den allgemeinsten Termini
des philosophischen Wortschatzes das Nebeneinander von Zahlbarem und Unzédhlbarem
vereinigt zu sehen. In syntaktischer Hinsicht verhélt sich das Wort ,Gegenstand‘ nicht
anders als ein gewohnlicher Zéhlterm; verbinden lédsst es sich mit Zahlwortern und dem
Quantor ,jeder. Zugleich aber erfiillt ,Gegenstand‘, obzwar kein Plural, das Kriterium
der kumulativen Referenz: Jede Vereinigung von Gegensténden ist selbst wieder ein Ge-
genstand. Da sich Komplex und Bestandteile je teilweise iiberschneiden, kann daher der

mit ,Gegenstand‘ einhergehende Begriff — sofern ein solcher iiberhaupt zugegeben wer-

"8Im Hinblick auf die Probleme, die sich im Zusammenhang mit der Unterscheidung von Z&hl- und
Massentermen ergeben, sehen sowohl Koslicki als auch Laycock den Ansatz iiber die Kontrastierung
von Zéhlen und Messen i. e. S. als vielversprechend an. Koslicki muss indes einrdumen, dass «[t]he area
of counting [...] is still radically underexplored»; nach wie vor offen sei insbesondere die Frage, welche
Bedingungen ein Begriff zu erfiillen habe, damit ihm — in Freges Worten — eine Anzahl beigelegt
werden konne, d. h. damit das unter ihn Fallende z&hlbar sei (vgl. Koslicki (2006, S.664)).
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den soll — unmoglich das unter ihn Fallende in der Weise eines gewohnlichen Z&hlbegriffs
abgrenzen. Und trotzdem scheint er mir kein Massenbegriff, zumal er als sein Merkmal
eine gewisse Vollendetheit oder Abgeschlossenheit der Sache impliziert. Fiir gewohnlich
wiirde nicht jeder noch so bruchstiickhafte Teil eines Gegenstands selbst wieder als ein
Gegenstand bezeichnet — ein Umstand tibrigens, den sich Frege m.E. sehr geschickt
zunutze gemacht hat, um den fiir ihn dusserst wichtigen Graben zwischen Begriff und
Gegenstand zu ziehen. Wie auch immer sich die normalsprachliche Intuition diesbeziig-
lich verhélt, in philosophischen Zusammenhédngen wird der Begriff mitunter merkmalsfrei
angewandt, sodass er, wie etwa der vorwissenschaftliche Begriff des Wassers, beliebige
Zerteilungen erlaubt.

Eine noch ausgeprigtere Zwitterhaftigkeit durchzieht den Term ,Seiendes‘, der im
Gegensatz zu ,Gegenstand‘ kaum so etwas wie einen gewohnlichen Gebrauch ausserhalb
der Philosophie kennt. Denn einerlei wie unvollendet, bruchstiickhaft oder voriibergehend
sich irgend ein Teil eines Seienden darbieten sollte — er ist nicht nichts, also Seiendes.
Und offenbar ist jede Vereinigung von Seiendem wiederum Seiendes. ,Seiendes‘ {ibertrifft
auch auf der syntaktischen Ebene seinen Konkurrenten, zumal das Wort, obschon eben-
falls mit Numeralia verbindbar, als singuldrer Term, wie in ,Seiendes ist von der Seinsart
des Daseins‘, auftreten kann — ein archaischer Zug, den er sich mit ,Wasser* und anderen
Massentermen teilt.” Wo ,Seiendes* als genereller Term auftritt, tut es dies als Massen-
term, wie in dem obigen Satz iiber die Vereinigung von Seiendem, oder als Zé&hlterm,

wie in ,Jeder Gegenstand ist ein Seiendes‘.

Hinderungsgriinde beim Zahlen

§17  Nicht immer sind es die gleichen Griinde, die ein Zahlen verhindern. Bei Was-
ser oder Schlamm ist es die Befolgung der vierten Zahlregel, die prinzipielle Probleme
bereitet, zumal es keinen Sinn ergibt zu fragen, was als ein Wasser und was als zwei
zéhlt; manche Umstinde wiederum kdnnen die Befolgung der dritten Regel verhindern,
ohne zugleich die vierte zu betreffen. Um eine klarere Ubersicht dariiber zu erhalten,
was alles eine Zahlung verhindern kann, ist es daher unerlasslich, unterschiedliche Hin-
derungsgriinde sorgfiltig auseinanderzuhalten. Erst vor diesem Hintergrund werden die
philosophisch interessanten Konturen des Zahlbarkeitsbegriffs klar erkennbar.

Eine unheilvolle Vermengung, wie ich sie zu vermeiden suche, findet sich bei Geach
ausgerechnet dort, wo er Freges Unterscheidung in Begriffe, denen eine Zahl beigelegt

wird, und in solche, denen keine (endliche) Zahl zukommt, bespricht:5

Vgl. Quine (1960, S. 97 ff).
80Geach (1980, S.63).
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Frege said that only such concepts as <sharply delimited> what they applied to, so that it was not
«arbitrarily divisible), could serve as units for counting [...]. Frege cagily remarked that in other
cases, e.g. ,red things‘, no finite number was determined. But of course the trouble about counting
the red things in a room is not that you cannot make an end of counting them, but that you cannot
make a beginning; you never know whether you have counted one already, because ,the same red

thing‘ supplies no criterion of identity.

Dass sich mit dem Zé&hlen mitunter nicht einmal beginnen lésst, steht ausser Frage; auf
den aussichtslosen Versuch, den fliissigen Inhalt meines Wasserglases zu zéhlen, trifft
dies sicherlich zu. Wenn mich dagegen jemand bitten wiirde, einen roten Gegenstand
— oder ein rotes Ding — aus meinem Arbeitszimmer mitzubringen, wére ich zwar ob
der ungewoOhnlichen Bitte erstaunt, hétte aber eine ziemlich klare Vorstellung davon,
wie sich diese Bitte erfiillen liesse. Ich koénnte ein rotes Buch aus meiner Bibliothek
herausgreifen oder mich fir den Stuhl, auf dem ich sitze, entscheiden; es fiele mir auch
nicht weiter schwer, dieser Bitte mehrfach nachzukommen, und zwei, drei oder mehr
rote Gegenstinde aufzutreiben, um sie dem Bittsteller vorzulegen. Auf die neuerliche
Bitte hin, die vorgelegten roten Gegenstidnde nun zu zédhlen, wire die pragmatische
Seite in mir gewiss nicht abgeneigt, jedes einzeln Herausgegriffene und Mitgebrachte
als einen roten Gegenstand zu zéhlen und so zumindest einen Anfang zu machen. Der
eigentliche Hinderungsgrund bestiinde doch darin, dass die Zdhlung kein Ende hétte, und
dies nicht, weil mehr als endlich viele rote Gegenstédnde vorldgen, sondern weil schlicht
nicht entschieden werden konnte, was alles als Eines zu zdhlen ist. Es scheint also eher,
als konne bei dem Versuch, die roten Gegenstinde in einem Raum zu zéhlen, die erste
Regel des Zéhlens nicht befolgt werden.

Was Geach dann, vermutlich in erkldrender Absicht, der ersten Kritik an Frege bei-
fligt, muss allerdings gerade jene verwirren, die ihm im ersten Punkt Recht geben wollten:
Man wisse bei dem Versuch, die roten Gegenstidnde im Raum zu zédhlen, nie, ob man
einen bereits gezdahlt habe. Dies muss, damit es sich mit dem ersten Punkt, wonach sich
kein Anfang machen lasse, vertragt, wohl dahingehend verstanden werden, dass der Pro-
band in Bezug auf (irgend)ein versuchsweise Weggelegtes nie wissen kénne, ob er nun
einen, keinen oder mehrere rote Gegenstéinde weggelegt habe. Geach aber begriindet das
fehlende Wissen des Probanden damit, dass der Ausdruck ,derselbe rote Gegenstand*
kein Identitatskriterium mit sich bringe, was eine andere Lesart der Beifligung nahelegt:
Bei dem Versuch, die roten Gegenstinde im Raum zu zéhlen, wisse man, nachdem der
erste gezahlt ist, nie, ob der nichste derselbe wie der erste und somit bereits gezéhlt
sei. Die Einbeziehung dessen, was Geach im Anschluss daran tiber Identitatskriterien zu

sagen hat, bestirkt diese zweite Lesart:8!

81Geach (1980, S.63f).
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I maintain that it makes no sense to judge whether things are <the same), or a thing remains <the
same», unless we add or understand some general term — ,the same F‘. That in accordance with which
we judge whether identity holds I call a criterion of identity [...]. ,The same F* does not express a
possible way of judging as to identity for all interpretations of ,F*. I shall call ,substantival‘ a general
term for which ,the same‘ does give a criterion of identity. Countability is a sufficient condition for
considering a term as substantival; this is so because we (logically) cannot count As unless we know
whether the A we are now counting is the same A as we counted before. But it is not necessary, in
order that ,the same A‘ shall make sense, for the question ,How many As?‘ to make sense; we can
speak of the same gold as being first a statue and then a great number of coins, but ,How many

olds?‘ does not make sense; thus ,gold’ is a substantival term, though we cannot use it for counting.
g ; )8 ) g g

Bevor sich dem Probanden die Frage iiberhaupt stellen kann, ob der nun vor ihm liegende
rote Gegenstand derselbe rote Gegenstand sei wie der zuvor gezéhlte, muss er freilich
mit dem Zahlen schon begonnen haben. Oder anders gesagt: Erst wenn das Lager der
gezdhlten Gegenstdnde nicht mehr leer ist, kommt die dritte Regel des Zéhlens zum
Tragen.

Geachs Ausfithrungen erscheinen umso befremdlicher, als die darin vorgenommene
Unterscheidung genereller Terme in solche, die er «substantival), und andere, die er
<adjectival> nennt, iiberhaupt nicht jener Freges entspricht. Zu den Begriffen, denen
keine (endliche) Zahl zukommt, gehoren geméss Frege insbesondere all jene, die eine
beliebige Zerteilung des unter sie Fallenden zulassen; deshalb fiihrt er als Beispiel den
Begriff des Roten an und nicht den Begriff ;roter Gegenstand‘. Ebenso gut hétte er
hierfiir ,Schlamm* oder ,Wasser‘ wahlen konnen. Da Geach jedoch zugeben miisste, dass
diese ein Identitatskriterium mit sich fithren, hétte er, wie Koslicki in ihrem Aufsatz iiber
Freges <two criteria for counting) zu Recht bemerkt, bei solchen Beispielen unmoglich
dieselbe Kritik anbringen koénnen.3?

§18 Ein weitaus gewichtigeres Problem wirft die an zuletzt angefithrter Stelle gedus-
serte Behauptung auf, wonach ein Zahlender die unter einen bestimmten Begriff fallen-
den Gegenstiande aus logischen Griinden nicht zdhlen kénne, es sei denn, er wisse, ob
der soeben herausgegriffene Gegenstand derselbe®® sei wie der zuvor gezéhlte. Dem gilt
es indes anzufiigen, dass der Zdhlende ab dem zweiten Zahlschritt sicherzustellen hat,
dass dieser Gegenstand nicht allein von dem zuletzt gezdhlten, sondern zudem von allen
anderen bis dahin gezdhlten Gegenstdnden verschieden sei. Im k-ten Zéahlschritt muss

er also geméss Geach wissen, ob der soeben herausgegriffene Gegenstand a derselbe sei

82Vgl. Koslicki (1997, S.409).

83Es sei hier Geachs eigentiimliche (und im ersten Satz jener angefiihrten Stelle bekriftigte) Auffassung
der Identitdt, dergeméss sie niemals absolut, sondern immer relativ zu einem gegebenen generellen
Term verstanden werden kdnne, aussen vor gelassen.
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wie der im ersten Schritt gezéhlte Gegenstand a1, ebenso ob er derselbe sei wie der im
zweiten Schritt gezdhlte Gegenstand ae und Gleiches in Bezug auf alle weiteren bis hin
zum letztgezdhlten, a;_1. Jenes, demgemaéss der Zéhlende iiber all dies urteilt, nennt
Geach nun — einen Ausdruck gebrauchend, der bekanntlich aus Austins Ubersetzung

von Freges Grundlagen stammt — ein «criterion of identity»:3*

Wenn uns das Zeichen a einen Gegenstand be- If we are to use the symbol a to signify an
zeichnen soll, so miissen wir ein Kennzeichen object, we must have a criterion for deci-
haben, welches iiberall entscheidet, ob b dassel- ding in all cases whether b is the same as
be sei wie a, wenn es auch nicht immer in unse- a, even if it is not always in our power to
rer Macht steht, dies Kennzeichen anzuwenden. apply this criterion. In our present case, we
In unserm Falle miissen wir den Sinn des Satzes have to define the sense of the proposition
,die Zahl, welche dem Begriffe F zukommt, ,the number which belongs to the con-
ist dieselbe, welche dem Begriffe G zu- cept F' is the same as that which be-
kommt* longs to the concept G*;
erkldren; [...]. Damit geben wir ein allgemeines [...]- In doing this, we shall be giving a ge-
Kennzeichen fir die Gleichheit von Zahlen an. neral criterion for the identity of numbers.

Demnach wére unser Zéhlen also begleitet von einer stetig steigenden Anzahl an Urteilen,
bei denen wir jedes Mal aufs Neue ein durch den Zahlterm vorgegebenes Identitatskri-
terium zur Anwendung bréachten, wobei dieses Kriterium, wenn darunter ein in Freges
Sinn allgemeines Kennzeichen verstanden wiirde, zudem solcher Art zu sein héatte, dass
es seinem Benutzer zumindest im Prinzip erlaubte, jeden unter den entsprechenden Zahl-
begriff fallenden Gegenstand, wie auch immer er sich ihm darbietet, als denselben und
jeden anderen als einen verschiedenen zu erkennen. Da dréngt sich natiirlich die Frage
auf, ob auch unser bescheidener Hirte von einem derart méchtigen Kriterium Gebrauch
macht, wenn er seine Schafe zahlt.

Nun gilt es erstens anzumerken, dass unser Hirte eben Schafe zahlt und deshalb ein
entsprechendes Kriterium fiir Schafe notig hétte; Schafe aber sind ihrem Wesen nach
etwas ganz anderes als Zahlen, als deren Kennzeichen zur Wiedererkennung Frege die
Existenz einer beiderseits eindeutigen Zuordnung der betreffenden Begriffe angibt (siehe
§8). Welcher Art hétte aber eine Beziehung zu sein, deren Bestehen notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Gleichheit bei Schafen ist, und zwischen was fiir En-
titdten wirde sie bestehen? Es scheint ohne weiteres klar, dass Identitdtskriterien fiir
Gegensténde mit einem Dasein in Raum und Zeit ziemlich anders ausfallen miissten als
solche fir Zahlen oder Richtungen. Wie dem auch sei, gilt es zweitens darauf hinzu-
weisen, dass Frege das Zuhandensein eines allgemeinen Kennzeichens fiir die Gleichheit

bestimmter Entitdten als notwendige Bedingung dafiir einfiihrt, ihnen einen Namen ge-

84GA, §62; FA, S.73.
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ben zu kénnen. Unser Hirte aber braucht, um seine Schafe zu zdhlen, weder Namen noch
stabile Kennzeichnungen — ja er miisste nicht einmal in der Lage sein, sie benennen zu
konnen, wenn er es nur wollte (siehe § 11). Ohne einigermassen stabile Kennzeichnungen
oder Namen fiir seine Schafe wird er jedoch jene Identititen, die er geméss Geach in
jedem Zahlschritt auf ihren Wahrheitswert hin zu beurteilen hétte, gar nicht erst arti-
kulieren kénnen. Wie soll er die Schafe im Stall denn auch einzeln ansprechen? Mit den
angewandten Zahlzeichen jedenfalls kann er, wie wir wissen, nicht auf sie zugreifen. Und
wenn er, wie wir sagten, die Schafe, die er zdhlen will, nicht einzeln zu kennen braucht,
wie kdnnte er da dieses ihm in dieser Weise gegebene Schaf als dasselbe wie jenes ihm in

jener Weise gegebene iiberall wiedererkennen?

§19 Um ein geordneteres Bild davon zu erhalten, wie Zahlbegriffe und mit ihnen ein-
hergehende Kriterien oder Kennzeichen im Rahmen von Zadhlhandlungen funktionieren,
lohnt es sich, rasch zu dem fritheren Gedankenexperiment um Sortes und seinen Korb
voller Apfel (siehe §12) zuriickzukehren. Sortes, hatten wir gesehen, handelt auf unsere
Aufforderung hin, die Apfel in seinem Korb zu zihlen, so, dass er einen Apfel aus dem
vollen Korb herausgreift und ihn, alsbald er gezéhlt ist, in einen anderen Korb legt.
Diesen Vorgang wiederholt er solange, bis keine Apfel mehr in seinem Korb vorhanden
sind. Davon lédsst sich nun jenes Handlungsschema abziehen, das uns bei den weiteren
Betrachtungen als Ausgangspunkt dienen wird.

Beim Abzéhlen einer Vielheit von unter einem Zahlbegriff , A¢ fallenden Gegenstdnden
greift der Zahlende ein A aus dem Lager der noch ungezéhlten Gegenstédnde heraus und
legt es in das Lager der bereits gezdhlten weg. Diesen Vorgang wiederholt er, bis das
Lager der noch ungezédhlten Gegenstéinde leer ist.

Das Schema setzt sich wesentlich aus fiinf Momenten zusammen, deren vier ihre

offensichtliche Entsprechung in den Regeln des Zahlens haben:

(1**) dem Herausgreifen von einem Gegenstand — und nicht meh-
reren — unter vielen;

(2**) dem Herausgreifen eines Gegenstands aus der gegebenen Viel-
heit — und nicht aus einer anderen;

(3**) dem Herausgreifen eines noch ungeziahlten Gegenstands — und
nicht eines bereits gezéhlten;

(4**) dem Weglegen des herausgegriffenen Gegenstands in das La-
ger der bereits gezahlten; und schliesslich

(5**) dem Herausgreifen und Weglegen aller zu zdhlenden Gegen-

stdnde — ohne einen ungezahlt zu belassen.

46



Natiirlich darf die Rede vom Herausgreifen und Weglegen nicht allzu anschaulich ge-
nommen werden, zumal etwa unser Hirte keines seiner Schafe im eigentlichen Sinne des
Wortes aus der Herde herausgreift, um es dann wegzulegen. Sein unmittelbares Eingrei-
fen ins Geschehen beschrénkt sich wohl darauf, den Fluss ihres Eintretens in den Stall
zu steuern. Gar nicht ins Geschehen greift zum Beispiel jener ein, der die Schldge der
Kirchenglocke zéhlt, um die Uhrzeit zu erfahren, und allgemein alle, die zdhlend einer
ihnen vorgegebenen Reihe entlang wandern, sei diese nun von zeitlicher, rdumlicher oder
anderweitiger Ordnung.

In den genannten Féllen greift der Zéhlende anders als Sortes zwar nicht unmittel-
bar ins Geschehen ein, Wandel findet, wenngleich auf anderer Ebene, dennoch statt. In
jedem Zahlschritt richtet der Z&hlende seinen Sinn auf einen Gegenstand und markiert
ihn gleichsam als einen gezdhlten, wodurch die Menge der gezéhlten Gegenstédnde zu-,
jene der noch ungezihlten abnimmt, wonach wiederum sich der Zahlende im néchsten
Schritt zu richten haben wird. Die Rede vom Markieren oder Weglegen ist ebenso wie die
vom Sich-richten-auf oder Herausgreifen durchaus in iibertragenem Sinne zu verstehen;
immerhin miissen damit derart disparate Ereignisse wie das eigentliche Weglegen eines
Apfels und das gedankliche Fortschreiten in eine Richtung oder das distinkte Wahrneh-
men eines Glockenschlags und das Eintretenlassen eines Schafs in den Stall unter einen

Hut gebracht werden. Diese Winke mogen denn der Rechtfertigung genug sein.

Trennung und aussere Abgrenzung

§20 Es wird gemeinhin fiir eine logische Wahrheit gehalten, dass ein Satz der Form
,a ist kein B, also ,~Ba‘, zu einem entsprechenden der Form ,Es gibt kein B, das mit a
identisch ist* — oder sparsamer: ,Kein B ist a‘ —, also ,~3z(Bx .z=a)‘, gleichwertig ist;
von hier aus gelangt man nach wenigen, die Gleichwertigkeit erhaltenden Umformungen
dann zu einem Satz der Form ,Jedes B ist von a verschieden‘, also ,Va(Bx D z#a)‘.
Folglich sagt der Satz, wonach a kein B sei, nicht weniger und nicht mehr aus als der
Satz, wonach jedes B von a verschieden sei. Wittgensteins Ahnung, man fiithle immer
wieder, «dass auch im Elementarsatz von allen Gegenstinden die Rede ist»®°, ldsst sich
da leicht nachempfinden. Diese Ahnung kann mitunter aber zu dem Irrglauben verfiihren,
wer ein Urteil der Form Vxox* fille, fille — unter Annahme eines Gegenstandsbereichs
von n Elementen — im Grunde eines der Form ,¢z1 « ¢z« ... « pz,‘, worin die freien
Individuenvariablen durch die Namen der verschiedenen Gegenstinde noch zu ersetzen
waren. Da bei einem Satz der obigen Form, wo eine einfache Prédikation dem Konditional

vorangestellt ist, der Wahrheitswert des ganzen Produkts ohnehin nur an jenen Gliedern

8°NB, S.76 (13.7.16).
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héngt, in denen ein das vorangestellte Pradikat zu einem wahren Satz ergénzender Name
vorkommt, ldsst es sich um die tibrigen Glieder kiirzen; und da alle Namen in den dann
verbleibenden Gliedern ausser ,a‘ ohnehin das vorangestellte Préadikat zu einem wahren
Satz erginzen, kann jeweils das Antecedens gestrichen und einzig der Identitétssatz
beibehalten werden. Demnach wiirde, wer ein Urteil der spezifischeren Form ,Va(Bxz D
x#a) fallt, im Grunde ein Urteil der Form ,x1#a . x3#a ... « Ty #a' fillen, worin die
freien Variablen durch die Namen aller Gegenstidnde zu ersetzen wéren, die der Extension
des fiir ,B‘ eingesetzten Pridikats zugehorig sind.

In einer Zdhlung ist ein Urteil der Form ,a ist kein B* dort erforderlich, wo es einen
Gegenstand herauszugreifen gilt, der unter einen bestimmten Begriff nicht fallt; nach
dem obigen Schema tritt dieser Fall im dritten Moment und in Bezug auf das Pradikat
,gezdhltes A* tatsdchlich ein. Das Herausgreifen hat sich gewiss an das Urteil dariiber zu
halten, ob der vorerst nur versuchsweise herausgegriffene Gegenstand unter die bereits
gezdhlten As fillt oder nicht; denn falls das Urteil bejahend ausfillt, ist der Gegenstand,
ohne ein weiteres Mal gezahlt worden zu sein, zwingend dorthin zuriickzulegen, wo er
hingehort. Nur wenn es verneinend ausféllt, d. h. geurteilt wird, dass jener Gegenstand
nicht unter die gezéhlten As féllt, ist er auch zu zdhlen und alsdann wegzulegen. Indem
der Zahlende, sagen wir im k-ten Zahlschritt, nun urteilt, dass der soeben herausgegrif-
fene Gegenstand a kein gezéhltes A sei, bejaht er jenem Irrglauben nach im Grunde ein
logisches Produkt aus k£ — 1 verschiedenen Verschiedenheitssdtzen — oder, was dasselbe
ist, verneint er die logische Summe der entsprechenden Identitatsséitze —, d.i. den Satz
01 # auby # au.oiby, # a* bzw. ~(by = aVby = aV...Vb, = a)‘, worin ,bi‘, ,by‘, etc. die
Namen aller bereits gezdhlten Gegenstinde sind. Um aber iiber die Wahrheit des Pro-
dukts urteilen zu kénnen, muss der Zéhlende die Bedingungen kennen, unter denen die
einzelnen Glieder wahr sind; da die Bedingungen der Wahrheit eines Verschiedenheits-
satzes gleichzeitig die Bedingungen der Falschheit des entsprechenden Identitatssatzes
sind und mit den Bedingungen der Falschheit zugleich jene der Wahrheit gegeben sind,
muss er letztlich also die Bedingungen kennen, unter denen die Identitatsséitze ,b; = af,
,bo = a‘, etc. wahr sind. Demnach briauchte der Zahlende, um sicherstellen zu kénnen,
dass er kein gezdhltes A herausgreift, einen Massstab fiir die richtige Beurteilung dieser

Identitétssitze — oder eben ein Kriterium der Identitét.%6

86Fs scheint mir auch Geach diesem Irrglauben nachzuhéngen, wo er schreibt: «If ,ai, as,...¢ is a list of
all the things called ,A‘, then these substitutions can be made for ,A‘ not only salva congruitate but
also salva veritate (so long as we are concerned with Shakespearean predicables [...])» (Geach (1980,
S.191)). Im Sinn hat er hier die Substitution eines <substantival general term» ,A‘ in Kontexten wie
,Some A is F* und ,Every A is F* durch eine Liste der Namen aller, wie er sagt, ,A‘ genannten Ge-
genstédnde, woraus ,Some one of a1, azg, ... is F resp. ,Every one of a1, az, ... is F'* hervorgehen wiirde.
Eine substitutionelle Auffassung der Quantifikation passt jedenfalls gut mit seiner anderen Behaup-
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Die Schafe unseres Hirten aber tragen keine Namen und auch sonst verfiigt er iiber
keine stabilen Mittel, um einzeln auf sie zuzugreifen. Natiirlich wird ihm mancher Kon-
text den Zugriff auf einzelne Schafe mittels indexikalischer Ausdriicke oder raumzeitlicher
Kennzeichnungen (z.B. mittels ,das jetzt vor dem Tor stehende Schaf‘) nicht verweh-
ren; doch gerade auf das einzelne, im Stall befindliche Schaf wird er von aussen her,
von wo er die Zahlung iiberschaut, i. A. weder zeigen noch es darin eindeutig lokalisie-
ren konnen. Ohne diesen sprachlichen Zugriff aber, ohne singuldre Terme, wird er jene
partikuldren Satze, iiber deren Wahrheitswert er geméss Geach zu urteilen hatte, nicht
einmal bilden kénnen. Vielleicht sihen einige darin einen hinreichenden Grund dafiir,
ihm die Fahigkeit abzusprechen, einen allgemeinen Satz iiber seine Schafe mit Sinn zu
versehen; ich dagegen halte die Behauptung, der Sinn jeder All- oder Existenzaussage
enthalte, in welcher Weise auch immer, die Namen aller (oder auch nur aller unter einen
darin vorkommenden Begriff fallenden) Gegensténde fiir offenkundig falsch. Frege hat
dies in seiner ,Kritischen Beleuchtung einiger Punkte in E.Schréders Vorlesungen iiber
die Algebra der Logik* ziemlich treffend auf den Punkt gebracht:87

Wenn ich einen Satz ausspreche mit dem grammatischen Subjekte ,alle Menschen‘, so will ich damit
durchaus nichts von einem mir ganz unbekannten Hauptling im Innern Afrikas aussagen. Es ist also
ganz falsch, dass ich mit dem Worte ,Mensch® diesen Hauptling irgendwie bezeichne, dass dieser
Hé&uptling in irgendeiner Weise zur Bedeutung des Wortes ,Mensch‘ gehore. Ebenso ist auch falsch,
dass in einem solchen Satze viele Urteile mittels des Gemeinnamens zusammengefasst werden, wie

Herr Schréoder meint.

Auch dort, wo Mittel zur singuldren Referenz vorhanden wéren (fiir Freges Hauptling
gébe es sicherlich deren viele), erfolgt jener Zugriff, den uns der Gebrauch eines generel-
len Terms verschafft, nicht tiber diese Mittel; die Referenz des generellen Terms auf die
Gegenstéinde, von denen er wahr ausgesagt wird, ist kein Biindel von singuldren Refe-
renzen. Mehr als einen generellen Zugriff auf die gezdhlten Schafe — einen Zugriff, der es
indes erlaubt dariiber zu urteilen, ob ein gegebenes Schaf zu diesen gehért oder nicht —
erfordert das Handeln des Hirten auch gar nicht.

Selbst wenn wir Geach zugestiinden, dass jeder Zdhlende diese Verschiedenheitsur-
teile zu fallen habe, bliebe seine Behauptung, wonach das Zahlen die Anwendung eines
Kriteriums der Identitét erfordere, noch falsch. Nach dem Prinzip der Substitutivitét

geniigt es ndmlich, um die Verschiedenheit zweier je auf ihre Weise gegebenen Gegen-

tung zusammen, wonach Zéhlbarkeit das Zuhandensein eines Identitatskriteriums erfordere. (Geach
erldutert seine Unterscheidung von (predicables» bzw. Kontexten in solche, die er <Shakespearean),
und solche, die er <non-Shakespearean’ nennt, ausfiihrlicher in Geach (1972, S. 1391f); sie weist eine
gewisse Affinitdt zu Quines Unterscheidung extensionaler und intensionaler Kontexte auf, ohne indes
mit ihr zusammenzufallen.)

8TKBS, S.209 (454).
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stdnde festzustellen, einen Begriff anzugeben, unter den der eine, nicht aber der andere
fallt; nach dem ungleich problematischeren Prinzip der Identitdt des Ununterscheidba-
ren dagegen wiirde erst ein Nachweis der Ubereinstimmung in allen Begriffen passender
Stufe hinreichen, um Identitét festzustellen. Die Unmoglichkeit, einen solchen Nachweis
zu erbringen, ist, wie Dummett bemerkt, nicht nur der <impossibility of running through
the totality of first-level concepts» geschuldet, sondern bereits dem Umstand, dass oft-
mals kein anderer Weg besteht, sich zu vergewissern, dass ein bestimmtes Pradikat,
welches vom Trager des einen Namens erfiillt wird, dies auch vom Trager des anderen
Namens wird, als nachzuweisen, dass die beiden Namen denselben Triger haben.®® Um
Identitét nachzuweisen bediirfte es deshalb einer zirkelfreien Abkiirzung — oder eben (da
liegt Geach durchaus richtig) eines Kriteriums der Identitdt. Mitunter aber kann einer —
darauf weist schon Frege hin — iiber ein Kriterium der Identitit verfiigen, ohne dass es in
seiner Macht stiinde, es anzuwenden; in solcher Lage befinde sich auch, sollte ihm trotz
allem ein Kriterium fiir Schafe zuhanden stehen, unser Hirte: im Besitz eines Identitéts-
kriteriums, und doch ausserstande, ein heimlich aus dem Stall entflohenes Schaf als eines
der bereits gezdhlten wiederzuerkennen. Falsch ware es indes nach wie vor, ihm deswe-
gen die Fahigkeit, seine Schafe zu zdhlen, abzusprechen; zu beanstanden wére vielmehr
das Leck in der von ihm gezogenen Abgrenzung zwischen den gezéhlten und den noch
ungezihlten Schafen.

Wenigstens unser Hirte bedarf also keines allgemeinen Kennzeichens fiir die Gleich-
heit der zu zdhlenden Gegenstinde; ihm geniigt eines, woran sich die gezdhlten von den
ungezdhlten trennen lassen — ein Kennzeichen, das gleichsam den Graben dazwischen
anzeigt. Nicht allein die Sorte der Gegenstinde bestimmt, worum es sich dabei im Ein-
zelfall handelt, sondern in betrdchtlichem Masse die speziellen Umstéinde, unter denen
die Zéhlung vollzogen wird. Unser Hirte etwa setzt als trennendes Kennzeichen den Be-
griff ;im Stall befindliches Schaf* ein und sorgt durch sein Handeln dafiir, dass der Graben
zwischen dem Lager der bereits gezahlten und jenem der noch ungezahlten Schafe stets
entlang seiner dusseren Grenzen verlduft; diese werden, indem er das jeweils eben gezéhl-
te Schaf in den Stall schleust, in jedem Z&ahlschritt von ihm neu gesetzt. Nicht immer
muss dies Kennzeichen an einen Begriff gebunden sein, dessen Umfang der Zéhlende
durch Anderungen an den zu zéhlenden Gegenstinden (oder den Verhiltnissen zwischen
ihnen) beeinflusst; mithin kommt das Weglegen nicht immer einem wirklichen Eingriff
in die Sache selbst gleich. Ein Kikuyu, der ja jedes seiner Tiere unter allen praktischen

Umsténden als ebenjenes Individuum, das es ist, wiedererkennen wiirde, konnte beim

88Vgl. Dummett (1981, S. 544). Als Beispiel eines solchen Pridikats fithrt er ,ist kurz vor Sonnenaufgang
sichtbar‘ an und hat dabei die kennzeichnenden Namen ,Morgenstern‘ und ,Abendstern‘ im Sinn.
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Abzéhlen seiner Herde durchaus auf eine rdumliche oder sonstige wirkliche Trennung
der gezédhlten von den ungezédhlten Tieren verzichten; gleichwohl kdme er nicht umhin,
die gezéhlten Tiere irgendwie zu markieren. Denn zur Befolgung der dritten Regel bedarf
es mehr als nur eines einfachen Wiedererkennungsurteils; der Kikuyu miisste ein bereits
gezédhltes Tier, das ihm erneut unter die Augen fiele, nicht bloss als das Individuum, das
es ist, wiedererkennen, sondern zudem auch als bereits gezéhltes. Vielleicht ist es, um sie
etwa von der trennenden Tatigkeit unseres Hirten abzuheben, daher angebracht, Mar-
kierungen dieser Art als sekundére zu bezeichnen, was jedoch nicht so gedeutet werden
darf, als hingen nicht auch sie an wirklichen, wenngleich von dem Z&hlenden unberiihr-
ten, Eigenschaften der Sache selbst.

Nebst Féllen der besprochenen Art kommen sekundére Kennzeichen einerseits dort
zur Anwendung, wo der Zahlende notgedrungen auf solche zuriickgreift, weil ihm wirk-
liche Eingriffe in die Sache selbst verwehrt sind, und andererseits dort, wo eine bereits
bestehende Ordnung unter den zu zédhlenden Gegenstédnden ihre Trennung dermassen er-
leichtert, dass ein Eingreifen sich eriibrigt. Als ein Beispiel der letzteren Art gestaltet sich
das fiir gewohnlich der Lese- und Schreibrichtung folgende Zéhlen der Wortvorkomm-
nisse in einem Text; um kein Wort zweimal zu zéhlen, reicht es hin, stets in diese eine
Richtung fortzuschreiten und alles, was links oder oberhalb von dem gerade betrachteten
Wort steht, dem Lager der gezédhlten zuzurechnen. Ein Beispiel der erstgenannten Art
ist das (an Sonntagen bei manchen Leuten nicht unbeliebte) Zéhlen der unter einer Au-
tobahnbriicke hindurch sausenden Fahrzeuge. Als naheliegende Wahl bietet sich hier das
Kennzeichen, die Briicke unterfahren zu haben, an, zumal wenn der Einfachheit halber
davon ausgegangen werden darf, dass kein Fahrzeug in der betreffenden Zeitspanne die
Stelle mehrfach passieren wird. Im Gegensatz zur Anordnung der Wérter im Textfluss
erfolgt die Anordnung der Unterfahrungen in der Zeit nicht linear, d.h. es kénnen sich
im selben Zeitpunkt (zumal auf einer Autobahn) mehrere Unterfahrungen ereignen.

Ohne die getroffene Annahme wiirde uns Geach mit Recht dazu ermahnen, eine Un-
terscheidung zwischen der Zéhlung von Fahrzeugen und der von Unterfahrungen durch
solche vorzunehmen. Gleichwie es ganz und gar unméglich ist, dass derselbe Glocken-
schlag erneut ertont, ist es ganz und gar unmoglich, dass sich dieselbe Unterfahrung
erneut ereignet. Ein Ereignis in der Zeit wiederholt sich nicht; oder wie es Wittgen-
stein in sein Kriegstagebuch schrieb: «Die Einsinnigkeit ist eine logische Eigenschaft der
Zeit.»® (Obwohl manch einer jedes Jahr aufs Neue seinen Geburtstag zu feiern pflegt,
ist es doch stets ein anderer Geburtstag.) Daher scheint es beim Zahlen von Ereignis-

sen in der Zeit nachgerade iiberfliissig, auf die Befolgung der dritten Regel zu achten.

89 NB, S.84 (12.10.16).
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Die von selbst voranschreitende Grenze zwischen Vergangenem und Zukiunftigem bildet
zugleich den Graben, an dem sich Gezdhltes von Ungezédhltem scheidet. Der Zdhlende
muss einzig darauf achten, weder Vergangenes noch Zukiinftiges, sondern stets nur Ge-
genwartiges zu zahlen; einen besonderen Aufwand wird er, wenn hochstens einige wenige
Ereignisse in derselben kurzen Zeit die Seite wechseln, hierfiir keinen zu betreiben haben.
Das trennende Kennzeichen, an das er sich dabei zu halten hat, ist wie in den beiden
vorangegangenen Beispielen ein sekundéres, da auf das zu Zéahlende kein Einfluss genom-
men wird; im Gegensatz zur Wortzahlung aber ist das Kennzeichen hier wie auch im
Autobahnbeispiel in dem Sinne kein subjektives, als nicht der Graben zwischen Gezéhl-
tem und Ungezdhltem dem geistigen Auge des Zéahlenden folgt, sondern umgekehrt sich

dieser in seinem Zahlen nach dem von ihm unbeeinflussten Wandel der Sache richtet.

§21  Ohne die Verschiebung des Grabens zwischen Gezéhltem und Ungezéhltem kommt
das Zéhlen nicht aus; das zu Zihlende unterliegt beim Zahlen wesentlich dem Wandel
vom ungezahlten in den gezéhlten Zustand, ungeachtet dessen, ob dieser nun vom Zahlen-
den selbst bewirkt wird oder nicht, und ob er die Sache selbst oder nur ihre Betrachtung
durch den Z&éhlenden betrifft. Kein Wandel aber geschieht ausserhalb der Zeit. Jedem
Zahlen also wohnt ein zeitliches Moment inne und zwar nicht nur, wie Frege meinte, als

(psychologisches Erfordernis)“

, sondern seinem Wesen nach. Nicht einmal der Aufstieg
in die zeitlosen Gefilde der Logik ldsst diesen Wesenszug génzlich verschwinden; gleich-
sam als Bodensatz bleibt von der Zeitlichkeit des Zahlens ein Geriist librig, aufgespannt
durch Abhéngigkeiten zwischen gebundenen Variablen. Sichtbar wird dieses Geriist in
der schematischen Darstellung der logischen Form eines Satzes wie ,Es befinden sich

(mindestens) n Schafe im Stall‘:

F21, e, T (T1F T2 4 o s B FE Ty s TIF LG 4 s T2F Ty w v s Ty 1 F Ty

«(Az1 «Bxy)...u (Azy « Bxy)).

Es treten hier die gebundenen Variablen ausschliesslich im Schnittbereich ihrer Quanto-
ren auf, worin sich jede in einem negierten Identitétssatz jeder anderen gegeniibersieht.
Von dieser durch das negierte Identitatszeichen vermittelten Beziehung — die ich in mei-
ner Arbeit zur Identitdt bei Wittgenstein in Anlehnung an Freges Rede von verwandten
Argumentstellen Fremdschaft genannt habe — hat ersterer in seiner Abhandlung gezeigt,

dass sie anstatt mit dem negierten Identitdtszeichen sparsamer durch eine verdnder-

90GA, §40.
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te Variablenschreibweise ausgedriickt werden kann.”! Nach Wittgensteins verdnderter

Schreibweise stellt schon
A1, ..., 2n((Azy « Bz1) v ... s (Axy « Bxy))

die logische Form des obigen Satzes zuldnglich dar, wohingegen dies selbe Schema nach
der iiblichen Lesart lediglich fiir eine, wenngleich ziemlich redundante, Darstellung der
logischen Form von ,Es befindet sich (mindestens) ein Schaf im Stall® hinreicht.

Auf der semantischen Ebene &ussert sich diese Abhéngigkeit zwischen den gebun-
denen Variablen — die nach der einen Lesart im zweiten Schema vorhanden, nach der
anderen, der iiblichen, hingegen fehlt — in unterschiedlichen Folgerungsverhéltnissen.

Ublicherweise ist
((Aay « Bay) v ...+ (Aay « Bay)) E 3x1, ..., 2, ((Azy « Bx1) v ..o (Azy « Bxy,))

ein giiltiges Folgerungsschema fiir Sprachen erster Stufe mit freien Variablen oder Indivi-
duenkonstanten; aus jeder Instanz von ,(Aaj.Bay)s....(Aan.Bay,)‘ folgt die entsprechende
Instanz der Konklusion. Werden die Variablen indes nach Wittgensteins Vorschlag gele-
sen, geht die Giiltigkeit verloren; damit aus einer Instantiierung der Prédmisse ein wahrer
Satz hervorginge, aus dem die entsprechende Instanz der Konklusion folgt, miisste —
was einem zusatzlichen Erfordernis gleichkdme — dafiir gesorgt sein, dass fiir verschiede-
ne Individuenbuchstaben bedeutungsverschiedene Konstanten eingesetzt werden. Dieses
Erfordernis lasst sich, wenn wir uns die Einsetzung schrittweise denken, auch so fassen:
Waiéhrend fiir den ersten schematischen Individuenbuchstaben, d.i. ,a1‘, eine beliebige
Konstante eingesetzt werden darf, solange der von ihr bedeutete Gegenstand unter die
beiden Begriffe, deren Zeichen die Stellen von ,A‘ und ,B‘ eingenommen haben, fillt,
muss im zweiten Schritt fir ,as‘ eine Konstante eingesetzt werden, die einen anderen
Gegenstand als die erste bedeutet, im dritten eine, die einen anderen Gegenstand als
die beiden zuvor eingesetzten bedeutet, etc. Die Auswahl der nichsten Konstanten ist

demnach durch alle fritheren Auswahlen eingeschrankt.

91Vgl. GG 1, 8.8, 13; LPA, 5.53er; sowie meine unverdffentlichte Arbeit ,Identitét bei Wittgenstein. Zwei-
ter Teil: Identitdt und Tautologie‘. Die (unvermittelte) Verwandtschaft von Argumentstellen wird in
geschlossenen Ausdriicken durch das mehrfache Vorkommen einer Variablen im Bereich des sie bin-
denden Quantors angezeigt; so sind etwa die Argumentstellen der beiden Funktionen in ,3zAz.3z Bz
nicht verwandt, obwohl durch Vorkommnisse einer Variablen ,x* besetzt; in ,3x(Az.Bx)‘ hingegen sind
sie es. Uber Freges Gebrauch des Wortes hinausgehend lisst sich auch von den Variablenvorkommnis-
sen selbst sagen, sie seien verwandt, wenn sie verwandte Stellen besetzen, und nicht verwandt, wenn
sie nicht verwandte Stellen besetzen. Fremdschaft ist das durch das negierte Identitéitszeichen ver-
mittelte Gegenstiick zur Verwandtschaft von Variablen. (Unvermittelt fremde Variablen indes treten
nur in Wittgensteins verdndertem System auf.)
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Unweigerlich und doch zwanglos haben am Ende wiederum Zeitworter — den unum-
kehrbaren Fluss der Zeit anzeigende Worter — Eingang in die Erlauterung jener Abhén-
gigkeit gefunden. Solche Rede kann gleichwohl als eine iibertragene geduldet werden,
zumal das Bild von dem Aufeinanderfolgen voneinander abhéngiger Auswahlakte durch-
aus seine exakte Entsprechung in der raumlich angeordneten Zeichensprache der Logik
hat. Ein die Gleichwertigkeit erhaltendes Umformungsverfahren, das von Behmann ent-
wickelt und anschaulich als Hineintreibung der Operatoren (d.s. Quantoren) bezeichnet
worden ist und ihm, nebenbei gesagt, zum ersten Entscheidungsverfahren fiir die ein-
stellige Pradikatenlogik erster Stufe verholfen hat,”? fithrt, wenn es auf das erste der
obigen Schemata angewandt wird, zu einer anderen Darstellung der logischen Form von
,Es befinden sich (mindestens) n Schafe im Stall‘:

Jz1((Azq .« Bry) « xo(wo#x1 « (Azo « Bo) « Jx3(23# 22 « 3£ 21 « (Axg . Brs)
v s T (T FXp—1 0 oo e TpFx1 « (A« Bxy))..)))).

Wo eine Auswahl nicht von fritheren abhéngig gemacht werden kann, ist ein Zahlen
unmoglich — mitunter selbst wenn es nur einen Gegenstand zu zédhlen giabe. Wiirden wir
Sortes beim Zihlen der Apfel in seinem Korb (siehe § 12) das Weglegen verbieten und
ihm stattdessen die Weisung erteilen, immer nur einen Apfel auf einmal aus dem Korb
herauszugreifen, um ihn danach unverdndert dorthin zuriickzulegen, kdme er nicht weit
mit dem Zéhlen. Griffe er, nachdem der erste Apfel zuriickgelegt und auf ,eins‘ gezéhlt
ware, ein zweites Mal in den Korb, um einen Apfel herauszuziehen, wére er nicht berech-
tigt, auf ,zwei‘ zu zdhlen, da er — es sei hier an die Gleichheit der Apfel erinnert — iiber
kein Kennzeichen verfiigte, das entscheiden wiirde, ob der herausgegriffene Apfel schon
einmal gezdhlt worden ist oder nicht. Jedoch ist das Fehlen eines trennenden Kennzei-
chens nicht der alleinige Grund fiir die Unzéhlbarkeit der Apfel unter den genannten
Umsténden; auch wenn es Sortes gestattet sein sollte, jeden herausgegriffenen Apfel als
gezahlten zu markieren, kénnte er dennoch nie ganz ausschliessen, dass sich ein nach wie
vor ungezédhlter Apfel im Korb verbirgt. (Die Wahrscheinlichkeit dafiir ndhme freilich
mit jeder neuen Ziehung ab; es scheint mir eine Verwandtschaft zum coupon collector’s
problem zu bestehen.) Und selbst wenn der Korb bloss einen einzigen Apfel enthiel-
te, wire Sortes zwar in der Lage diesen herauszugreifen und als einen zu zahlen, nicht
aber zu entscheiden, dass die Zahlung hier zu beenden sei. Mitunter kann das Weglegen

dem Zihlenden also, indem es ihm einen gewissen Uberblick iiber die noch zu zihlen-

92Vgl. Behmann (1922, S. 187-91); vgl. fiir dhnliche Verfahren Hilbert und Bernays (1968, S. 145-7) und
Quine (1945).
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den Gegenstinde verschafft, auch dort ein anwendbares Kriterium zur Beendigung des
Zéhlvorgangs an die Hand geben, wo der Begriff ;markiertes A‘ diese nicht gewéahrt.
Wenn aber dem bedauerlichen Sortes derart der Uberblick iiber die Apfel in seinem
Korb fehlte, wie konnte er da, liesse sich einwenden, in der Lage sein, selbst bei genehmig-
tem Weglegen zu entscheiden, ob nun alle Apfel weggelegt und damit gezéhlt sind oder
nicht? Es konnte sich ja immer ein noch ungezéhlter Apfel im Korb verbergen. Dem
ist zu entgegnen, dass Sortes durchaus die gesamte abzuzédhlende Vielheit hinlédnglich
iiberblicken kénnte, um im richtigen Moment zu entscheiden, dass sich keine Apfel mehr
im Korb befinden, ohne, fiir den Fall, dass ihm das Weglegen verwehrt bliebe, deshalb
schon den nétigen Uberblick iiber die noch zu zéhlenden Apfel zu haben. Sortes kénn-
te ndmlich zum Beispiel das Leergewicht seines Korbs kennen und die Beendigung des
Zéhlvorgangs an die Erreichung dieses Gewichts kniipfen; beim Zahlen mit Zuriicklegen

wire ihm dieses zusétzliche Wissen jedoch von keiner Hilfe.

§22 Das Abzéhlen einer Vielheit von As erfordert vom Zéhlenden in jedem Zéhlschritt
aufs Neue, dass er ein noch ungezdhltes A herausgreife. Das Urteil, wonach der heraus-
gegriffene Gegenstand kein gezéhltes A sei, steuert hierzu erst die eine Hélfte bei; die
andere besteht in dem Urteil, dass jener Gegenstand ein A und nicht etwas anderes
sei. Der anstelle von ,A* eingesetzte Zahlbegriff sorgt fiir die notige Abgrenzung nach
aussen, d.i. gegen alles, was nicht unter ihn f&llt. Frege hat bekanntlich fiir jeden Be-
griff — und nicht nur fiir solche, denen die Zahl beigelegt wird —, gefordert, dass er,
um von der Logik iiberhaupt als Begriff anerkannt werden zu kénnen, scharf begrenzt
sei, d.h. «dass fiir jeden Gegenstand bestimmt sei, ob er unter ihn falle oder nicht»;
«[e]in dritter Fall, etwa der der Unentschiedenheit oder Unbestimmtheit», wére damit
ausgeschlossen.?® Manche Philosophen sind indessen darin geiibt, sich bizarre Umstén-
de auszudenken, unter denen selbst scharfe Begriffe an die Grenzen ihrer Bestimmtheit
stossen; nur wenig Miihe diirfte ihnen etwa die Vorstellung absonderlicher Geschépfe
bereiten, die, weil sie, obwohl keine Schafe, dusserlich und in beliebiger anderer Hinsicht
von echten Schafen nicht zu unterscheiden wéren, unseren Hirten im Hinblick auf jenes
zweite Urteil arg in Bedréngnis brachten. Gewiss wére es iberzogen, einem Begriff, der
nicht allen philosophischen Fantasien standhielte, deshalb die Eignung als Zahlbegriff
allgemein abzusprechen. Gleichwohl muss der Begriff ,Schaf‘, wenn er unserm Hirten in
Situationen seines Alltags als Zahlbegriff dienen soll, das unter ihn Fallende gegen alles

andere, was darin vorkommt, scharf abgrenzen. Der Hirte muss im begrenzten Rahmen

93 GA, §74; NS, S.248.
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seiner Welt fiir alles, was ihm {iber den Weg lauft, entscheiden kénnen, ob es sich um
ein Schaf handelt oder nicht — tertium non datur.

Da nicht anzunehmen ist, dass alle Schafe, die unserm Hirten auf seinen Streifziigen
durch die weiten Graslandschaften {iber den Weg laufen, ihm gehoren, reicht der Schafs-
begriff allein nicht hin; er entbehrt, wie an der kumulativen Referenz der Pluralform
seines Zeichens (siehe §15) ersichtlich wird, einer gewissen Begrenzung. Denn was der
Hirte einzusammeln und alsdann zu zéhlen gedenkt, bildet nur einen kleinen Teil jener
Gesamtheit weit verstreuter Lebewesen, die unter den unbeschréankten Begriff fallen; es
sind dies lediglich seine Schafe. Der eingeschrinkte Begriff, dessen sprachliches Zeichen
— sei dies ,mein Schaf* oder ,Schaf (aus der Herde) unseres Hirten‘ — nicht unwesent-
lich einen auf den Hirten verweisenden Ausdruck enthélt, soll das unter ihn Fallende
nicht nur gegen alles Artfremde abgrenzen, sondern auch gegen artverwandte Tiere, die
nicht der betreffenden Herde angehéren.?* Zu diesem Zweck wird der Hirte seine Schafe
mit einer speziellen Marke versehen haben, die ihn als deren Eigentiimer ausweist und
sie von allen anderen Schafen unterscheidet; an dieser Marke wird er beim Einsammeln
seine Schafe erkennen. Nicht fern lige da der gleichwohl voreilige Schluss, unser Hirte
gebrauche den Ausdruck ,mein Schaf‘ synonym zu ,Schaf mit spezieller Marke‘. Die je-
weiligen Begriffe sind, obzwar der Hirte um ihre Umfangsgleichheit besorgt sein diirfte,
dennoch verschieden; wenn ein anderer Hirte, was nicht undenkbar ist, sich aus Zufall
oder Absicht dazu entschlossen hétte, seine Schafe genau gleich zu markieren, wére es
gewiss abwegig zu folgern, die Herde unseres Hirten hitte damit unverhofften Zuwachs
erhalten.

Welche Schafe unserm Hirten gehoéren, héngt nicht daran, ob und wie sie markiert
sind; das eigentliche, unfehlbare Kennzeichen der Zugehorigkeit zur Herde ist weitaus
schwieriger anzugeben, da es an ihre Entwicklung in der Zeit, ihre Geschichte, und an
die Eigenarten der Hirtenkultur, in der sie sich entfaltet hat, gebunden ist. Von einem
Bock und einer Aue aus der Herde gezeugt und nicht weggegeben worden zu sein, diirf-
te vielerorts dazu hinreichen, ihr anzugehoren; notwendig wére es indes nur dort, wo
Hirten keine fremden Tiere in ihre Herden aufnehmen. Bei strenger Einhaltung dieser
Aufnahmeregel, ldsst sich die Herde den Zeugungslinien entlang im Prinzip bis zu ihren
,Urahnen“ zuriickverfolgen, wenngleich es zu bedenken gilt, dass diese freilich kaum die
gesamte Urherde ausmachen, da sich aller Wahrscheinlichkeit nach nicht jedes einstmals

im Eigentum des Hirten gestandene Schaf fortgepflanzt haben diirfte. Demnach ist je-

94Laycock schreibt hierzu: «It is not the meaning content of the plural noun itself that sets whatever
limits there may be; it is contingencies of context, including acts of demonstration — for example,
these apples — that demarcate the subject matter of a discourse» (Laycock (2006, S.536)). Diese
<contingencies of context» entsprechen weitgehend dem, was ich hier Umsténde nenne.
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des seiner jetzigen wie auch seiner vergangenen Schafe, indem es einen Punkt, mitunter
einen vorldufigen Endpunkt, auf einer dieser Linien darstellt, als der Herde zugehorig ge-
kennzeichnet. Um jedoch dieses Kennzeichen beim Einsammeln der Schafe anwenden zu
koénnen, miisste der Hirte den Uberblick iiber das sich stets erweiternde Abstammungs-
muster bewahren und jedes einzelne Schaf darin verorten kdnnen — was ihm einen selbst
fiir Kikuyu abschreckend hohen Aufwand aufbiirden wiirde. Im Verhéltnis erscheint das
allabendliche Zéhlritual als nachgerade bequemlich, auch wenn es nebst der Anfertigung
eines Kerbholzes (o.dgl.) die (zudem nur wenig filschungssichere) Markierung der ihm
gehorenden Schafe erforderlich macht.

Das Markieren der Schafe bringt allein den nétigen Uberblick nicht; es hilft dem
Hirten zwar, unter den iiber die Landschaft verstreuten Schafen die seinigen herauszu-
treiben, nicht aber zu entscheiden, ob nun alle Schafe zusammengetrieben sind oder ob
welche fehlen. Abhilfe dafiir schafft erst die Zdhlung der Schafe. Erreicht der Hirte mit
dem Eintreten des letzten Schafs in den Stall zugleich die letzte Kerbe auf seinem Stock,
weiss er — sofern inzwischen keine Geburten oder Verluste eine Anpassung der Kerb-
folge erforderlich gemacht haben —, dass sich nun gleich viele Schafe im Stall befinden
wie am Vorabend; hat er zudem darauf geachtet, nur Schafe, die seine spezielle Marke
tragen, in den Stall zu schleusen, und ist er berechtigt in der Annahme, allein seine
Schafe triigen die Marke, wird er mit gutem Grund daraus schliessen, dass die nun im
Stall eingepferchte Herde vollzdhlig ist, dass nun also all seine Schafe unter den Schutz
der Stallung gestellt sind. Sollte der Hirte andererseits die letzte Kerbe nicht erreichen,
wiisste er ohne weiteres, dass Schafe aus der Herde fehlen — ein zureichender Grund, sich
erneut auf die Suche zu machen, sei es lediglich um den Tod fehlender Tiere festzustellen
und die entsprechende Anzahl Kerben von dem Holz abzutragen. Sollte die letzte Kerbe
dagegen schon vor der Einschleusung aller versammelten Tiere erreicht sein, wiisste er
— sofern kein frischgeborenes Lamm zu verzeichnen ist —, dass er mehr Schafe zusam-
mengetrieben hat, als in seinem Eigentum stehen, dass ihm also beim Einsammeln ein
Fehler unterlaufen sein muss.

Indem das Zédhlen unserm Hirten hilft, den Bestand der Herde zu wahren und sein
Bild von ihr stetig aufzufrischen, verleiht es ihm Kontrolle iiber seine Schafe; das in sein
Kerbholz geritzte Bild ihrer Anzahl vermittelt ihm einen Uberblick iiber ihre Gesamtheit,
fur den er sonst viel weitreichendere Kenntnisse der einzelnen, sie zusammensetzenden
Individuen aufbringen miisste. Es mag zwar, wie Frege meint, fiir die Bildung der Zahl —
oder fiir ihren Begriff — die Absicht, einen Uberblick zu gewinnen, unwesentlich sein, fiir
das Zéahlen aber ist sie mitunter bestimmend; daher ist ihm, wo er behauptet, man werde

kaum sagen kénnen, «dass eine Herde tibersichtlicher wird, wenn man erfihrt, aus wieviel

o7



Hiuptern sie besteht», entschieden zu widersprechen.?® Die Méglichkeit des Zahlens, das
haben wir gesehen, setzt wiederum einen gewissen, wenn auch anderen Uberblick iiber
die Gesamtheit der zu zdhlenden Gegenstédnde voraus, und dies in zweifacher Hinsicht:
Dem Zahlenden darf keiner der Gegenstdnde ungreifbar verborgen bleiben, da er ihn
sonst unmoglich als einen zéhlen kénnte; und er muss — zumal jeder Z&hlvorgang genau
dann zu enden hat, wenn das Lager der noch ungezéhlten Gegensténde leer wird — dieses
Lager insofern iiberblicken, als er ein Kriterium zur Beendigung des Vorgangs braucht.’®

Nicht immer ist ein Uberblick iiber das Lager der noch ungezihlten Gegensténde von
gleicher Wichtigkeit; wo der Zweck einer Zédhlung darin besteht, die Vollzédhligkeit einer
Vielheit zu iiberpriifen, ist das Erreichen des Zeichens ihrer vorgegebenen Anzahl, so-
fern Fehler beim Einsammeln der zu zdhlenden Gegenstinde mit verniinftiger Gewissheit
ausgeschlossen werden kénnen, Grund genug, den Zahlvorgang zu beenden. Zahlungen
dieser Art, die wir priifende nennen kénnten, unterscheiden sich diesbeziiglich von be-
stimmenden Z&hlungen, deren Zweck es ist, die Anzahl einer Vielheit zu bestimmen.
Offensichtlich hat jeder priifenden Zahlung eine bestimmende voranzugehen, bei der die
Anzahl jener Vielheit, deren Vollzihligkeit zu einem spéteren Zeitpunkt zur Uberprii-
fung ansteht, bestimmt wird. Im Hirtenbeispiel nimmt das Kerben des Zahlstocks die
Rolle einer ersten, bestimmenden Zéhlung ein; hier wird jenes Anfangssegment der Zahl-
zeichenreihe in das Holz eingeritzt, welches zur gegebenen Vielheit gleichzahlig ist. Das
Ergebnis dieser Zahlung wirkt unter Vornahme aller Anpassungen, die sich aufgrund
von Bestandesfluktuationen — der Begriff ,Schaf aus der Herde unseres Hirten‘ enthélt ja
die Zeit als verdnderlichen Bestandteil — aufzwingen, fiir alle spéteren, die Vollzdhligkeit
der Herde priifenden Zahlungen massgebend. Die bei der Kerbung anwesende Vielheit
gibt fiir die Herde des Hirten, zumindest im Hinblick auf die Anzahl, die ihr zukommt,
gleichsam den Standard vor, woran sich alle spiteren Viehansammlungen werden mes-
sen lassen miissen; umso wichtiger ist es also, hier keinen Fehler zu begehen, etwa weil
aufgrund mangelnden Uberblicks ein Schaf vergessen gegangen ist — zumal keine Anzahl
vorgegeben ist, die ein willkommenes Kriterium zur Beendigung des Kerbvorgangs liefern

konnte.

9B GA, §26.

96 An dieser Stelle liesse sich zur spezifischen Form der Unzéhlbarkeit bei reellen Zahlen, der Uberab-
zéhlbarkeit, tentativ sagen, sie griinde darin, dass selbst einem hypothetischen, bis ins Unendliche
fortschreitenden Zahler der nétige Uberblick iiber die Gesamtheit der transzendenten Zahlen verwehrt
bliebe — dies jedoch nicht, weil die Mathematik in ihrer Entwicklung nicht weit genug fortgeschritten
wire, sondern weil es die Natur der Sache so will. Es enthélt ja bereits jedes mehrelementige Intervall
von R iiberabzdhlbar viele Elemente; nie hétte der Zéahler also auch nur ein noch so kurzes Segment
der Reihe ausgezéhlt.
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Wo die Kunst des Zahlens sich nicht entwickelt hat oder einstweilen in Vergessenheit
geriet, ist die Bestimmung der Anzahl einer Vielheit kein denkbarer Zweck; wie kénnte,
wo das Zahlen unbekannt ist, das Wieviel iiberhaupt erfragt sein (siehe §5)? Dagegen
ist die Wahrung des Herdenbestands als moglicher Zweck nicht an die Verbreitung von
Zahlkiinsten gebunden. Und mitunter kénnen, um den Bestand einer Herde zu wahren,
Kenntnisse dariiber, ob eine gegebene Vielheit alle Elemente der Herde umfasst oder
manche fehlen — d.i. zu wissen, ob die zusammengetriebene Herde vollzédhlig ist oder
nicht —, &usserst hilfreich sein. Weder, um dies zu erfragen, noch, — wie das Beispiel
der Abiponen zeigt (siehe Anm. 13) — um iiber ein Mittel zur Findung des Erfragten zu
verfligen, bedarf es indes einer Einweihung in die Zahlkunst — obgleich sich das Zéahlen
jener Herde, deren Vollzdhligkeit es zu priifen gilt, natiirlich als dusserst méchtiges und
zugleich wirtschaftliches Mittel zur Erreichung dieses Zwecks nachgerade anbietet. Ge-
rade deshalb aber kommt das Uberpriifen der Vollzéhligkeit als Urzweck des Zihlens in
Betracht. Von diesem Standpunkt aus lasst sich nun, wenn es geféllt, eine Hypothese
zur Entwicklung des Zahlens im eigentlichen Sinne, d.h. insbesondere von Zéhlzeichen,
aufstellen.

Das Verfahren, welches Kleene beschreibt (siehe §8), ldsst sich nicht nur dazu an-
wenden, die méchtigere von zwei gegebenen Vielheiten ausfindig zu machen, sondern
insbesondere auch zur Priifung ihrer Gleichzahligkeit; da in jedem Fall die physische
Anwesenheit zweier Vielheiten vorausgesetzt ist, kann das Verfahren weder dazu dienen,
raumzeitlich getrennte Vielheiten miteinander, noch, eine Vielheit unmittelbar mit sich
selbst zu vergleichen. Es scheint daher das Unmégliche ins Auge zu fassen, wer, um den
Bestand seiner Herde iiber die Zeit hinweg zu kontrollieren, den Weg iiber eine zeit-
iiberbriickende Anwendung dieses Verfahrens auf ein und dieselbe Vielheit in Bezug zu
sich selbst einzuschlagen gedenkt. Symmetrie und Transitivitdt der Gleichzahligkeitsbe-
ziehung schlagen indes eine Bresche in die nur scheinbar uniiberwindbare Mauer; denn
sie ermdglichen die Ubertragung der Michtigkeit einer Vielheit auf eine andere, zu der
sich dann mit gleichem Ergebnis wie zur ersten eine dritte in Vergleich setzen lasst.%”
Findet sich eine Vielheit, die mit der zu kontrollierenden Herde zu gegebener Zeit gleich-
zahlig ist und von der zudem verniinftigerweise angenommen werden darf, dass sie in
ihrer Méchtigkeit gleich bleibt, kann durch ihre Vermittlung jene Herde stets von Neu-
em auf Gleichzahligkeit mit sich im fritheren Zustand hin geprift werden. So ebnet ein

aus dem Willen zur Kontrolle hervorgehender und durch die logischen Eigenschaften

97Es sei V eine beliebige und W eine ihr gleichzahlige Vielheit; es ist dann eine dritte Vielheit genau
dann mit W gleichzahlig, wenn sie mit V gleichzahlig ist. Ohne Symmetrie besteht diese Aquivalenz
nicht: Es konnte W maéchtiger als V', Z nicht méachtiger als W und Z dennoch maéchtiger als V' sein.
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der Gleichzahligkeit gleichsam kanalisierter Druck den Weg zur Entwicklung standardi-
sierter Stellvertretersysteme, oder eben von Zahlzeichen. Jenes bei Kleene beschriebene
Verfahren, welches selbst wiederum — desgleichen wie das Prinzip der Stellvertretung —
in einem ganz anderen Kontext als dem von Maéchtigkeitsvergleichen geprégten seinen
Ursprung haben diirfte, offenbart sich in der eben entworfenen Hypothese als das, was

es meines Erachtens eigentlich ist: eine Vorform unserer Zéhlweise, ein Proto-Zahlen.

Prinzip der Einheit und mangelnde Unterscheidbarkeit

§23 Es wurde weiter oben (in §6) gesagt, die Weise, in der unser Hirte von sei-
nem Kerbstock Gebrauch macht, erfordere eine versammelte Schafsherde. Dies als ein
logisches Erfordernis an das Zahlen zu verstehen, wére jedoch falsch; vollig zu Recht
verwirft Frege die falsche Auffassung, indem er rhetorisch fragt, ob denn die Strohhalme
ein Biindel bilden und die Blinden im Deutschen Reich in einer Versammlung vereinigt
sein miissten, um gezédhlt werden zu konnen; an anderer Stelle spricht er auch von der
«sammelnde[n] Kraft des Begriffs), welche (die vereinigende der synthetischen Appercep-
tion» weit iibertreffe.”® Gewiss hitte die sammelnde Kraft des Begriffs ausgereicht, um
die Schafe, als sie noch weit iiber die Landschaft verstreut weideten, zédhlen zu kénnen,
obschon es dem Hirten ohne priméres Kennzeichen sicherlich schwerer gefallen wére, die
gezdhlten von den ungezédhlten zu trennen. Dieses Sammeln, das der Begriff ganz oh-
ne subjektives Zutun und nebenher zur dusseren Abgrenzung bewerkstelligt, ist indes
kein Vereinen, da er, wie wir gesehen haben (siche §16), das unter ihn Versammelte
desgleichen gegeneinander, also gleichsam nach innen, abgrenzt.

Bei Frege heisst es, der Begriff, dem die Zahl beigelegt wird, — d.i. in unserem Wort
der Zahlbegriff — grenze im Allgemeinen das unter ihn Fallende in bestimmter Weise
ab. Dasselbe liesse sich, Obiges aufnehmend, vielleicht auch so sagen: Die abgrenzen-
de Kraft des Begriffs bewirke in den allermeisten Féllen, dass jeder unter ihn fallende
Gegenstand von jedem anderen bestimmt abgegrenzt sei. Jenes einzelne unter den Zdhl-
begriff Fallende und demnach gegen alles andere abgegrenzte — Frege nennt es kurz davor
<von der Umgebung abgesondert> —, ldsst in sich jedoch keine derartige Abgrenzung zu;
es ist in dem Sinne unteilbar, als es keine beliebige Zerteilung gestattet. Der gewohn-
liche Wasserbegriff etwa vermag, wie sich zeigte, insbesondere der zweiten Bedingung
nicht zu geniigen, zumal er der Teilbarkeit des unter ihn Fallenden keine Grenzen setzt(;
wir sagten mit Krifka, er lasse die Frage der Atomaritéit offen). Obzwar die Erginzung
des Begriffs durch eine Massangabe wie ,Liter’ der wilden Teilbarkeit Schranken setzt,

vermag auch der ergénzte Begriff das unter ihn Fallende nicht in der Manier eines Z&hl-

9B GA, §23, 48.
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begriffs, d.i. in Zdhlbares, abzugrenzen. Um die festgestellte Unzédhlbarkeit zu erkléren,
konnte auf die Uberschneidungen zwischen verschiedenen Litern Wasser hingewiesen und
im gleichen Anlauf zudem die allgemeinere Vermutung gedussert werden, dass nur dis-
krete Gegenstiande, d.s. solche ohne gemeinsame Teile, zahlbar seien. Es gilt indes die
Passage bei Frege genau zu lesen: An ihrem Ende bleibt als zweite Bedingung noch tibrig,
dass der Begriff keine beliebige Zerteilung (des unter ihn Fallenden) gestatte, wodurch
freilich nicht jede Art der Teilbarkeit ausgeschlossen wird. Diese Hintertiir, so unauffillig
sie platziert sein mag, hat Frege mit nicht geringer Hellsicht eingebaut; so ist zum Bei-
spiel das unter den Begriff der Teilmenge von M Fallende, wobei M eine endliche Menge
sei, durchaus zahlbar, obgleich manche Teilmengen von M andere Teilmengen von M
(nicht als Element, aber als Teilmenge) enthalten; bei Dummett findet sich das Beispiel
eines Rechtecks, das andere Rechtecke als Teile enthilt.”? Auch dort, wo nicht der eine
Gegenstand vollstdndig in dem anderen enthalten ist, sondern bloss manche Teile beiden
gemeinsam sind — d. i. bei Uberschneidungen —, findet sich mitunter Zahlbarkeit; manche
Teilmengen von M werden sich nur ein Element, andere alle bis auf eines teilen.

Wie also das Paradigma der Diskretheit, d.s. rdumlich abgetrennte Korper, nicht als
allgemeines Modell fiir die Abgegrenztheit zdhlbarer Gegenstinde herangezogen werden
darf, ist desgleichen die Rede von der abgrenzenden Kraft des Zahlbegriffs nicht anschau-
lich zu nehmen. Ursache fiir die rdumliche Trennung bei Schafen ist gewiss nicht, wie
etwa die Kraft des Wassers fiir die Spaltung von Gestein, der Schafsbegriff; seine Wirkung
trifft allein unsere Auffassung der Sache — nicht die Sache selbst. Der Zahlbegriff grenzt
die unter ihn fallenden Gegenstidnde denn auch nur insofern einzeln gegeneinander ab,
als er den, der ihn anzuwenden versteht, mit einem allgemeinen Prinzip zur Bestimmung
der bei Begriffsanwendung tatsédchlich bestehenden Grenzen versorgt; dieses Prinzip, das
wir eines der Einheit genannt hatten, gibt einerseits ihrer Art nach die Eigenschaften und
Relationen vor, deren Auftreten Grenzen zwischen Verschiedenem anzeigen, andererseits
und ebenso ihrer Art nach, wenngleich vielleicht in offenerer Weise, jene, die an ein und
demselben Gegenstand auftreten konnen. Wie viele andere Begriffe, die rdumliche Kor-
per unter sich versammeln, gibt auch der Schafsbegriff vor, dass rdumliche Trennung
innerhalb des betrachteten Seinsausschnitts Grenzen zwischen Verschiedenem anzeigt,
wohingegen zum Beispiel Farbunterschiede mitunter an der Oberfliche ein und dessel-
ben Schafs auftreten kénnen. Enthélt denn, liesse sich nun einwenden, nicht auch der
um eine Massangabe ergianzte Wasserbegriff ein Einheitsprinzip, zumal, wie wir sagten,
jeder noch so kleine Tropfen eines Zentiliters Wasser diesen von einem anderen scheide?

Der Mangel hier besteht jedoch nicht darin, dass sich manche Grenze nicht bestimmen

99Vgl. Dummett (1981, S. 549). Alltaglichere Beispiele liefert etwa das sogenannte Shop-in-Shop-Konzept.
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liesse, sondern umgekehrt, dass sich dabei Grenzziehungen in unbestimmbarer Vielzahl
aufzwingen.

Wo keine wechselhaften Umsténde vorherrschen und die Vielheit der zu zéhlenden
Gegenstinde durch eine bijektive Liste ihrer Namen gegeben ist, bedarf es freilich keines
versammelnden Begriffs, weder um sie nach aussen hin noch gegeneinander abzugrenzen.
Schon bei der Besprechung dessen, was wir die logisch-konstruktivistische Auffassung des
Zéhlens nannten, wurde darauf hingewiesen, dass in Logik und Mengenlehre die dussere
Abgrenzung mit der Menge der zu zéhlenden Gegensténde gegeben sei; nicht anders ver-
hélt es sich mit der inneren Abgrenzung, was bei Hilbert und Bernays, im ersten Band
ihrer Grundlagen der Mathematik und in Bezug auf axiomatische Theorien iiberhaupt,
ziemlich treffend ausgedriickt ist, wo es heisst, «die Sonderung der Dinge des Individu-
enbereichs», die «einer jeden pradikativen Bestimmung gleichsam vorhergeht», werde
als bestehend vorausgesetzt.!? Da nun niemand bestreiten wiirde, dass sich eine Liste
abzéahlen lasst, scheinen Alston und Bennett Recht zu behalten mit ihrer Kritik an Frege,
wonach es fiir das Zéhlen eines Begriffs, der die zu z&hlenden Gegenstinde unter sich
versammelt und abgrenzt, nicht zwingend bediirfe, zumal erfolgreiche singulére Referenz
auf die Gegenstinde hinreiche.!%! Die Zihlung der aufgelisteten Gegenstéinde verrit in-
des nichts Neues; die dabei ermittelte Anzahl ist, um es mit Wittgenstein zu sagen, eine
interne Eigenschaft der Liste: Die Streichung eines Namens oder die Ergédnzung eines

102 Wird nun zudem, wie bei Goodstein (siehe §7),

weiteren macht aus ihr eine andere.
das Erstellen einer Liste der unter einen Begriff fallenden Gegensténde als Kopiervorgang
begriffen, macht es den Anschein, als miisse dem Zihlen jedes entdeckerische Moment —
wie konnte das Kopieren etwas entdecken? — abgesprochen werden.!03

Dem Anschein zum Trotz ldsst sich durch das Erstellen einer Liste aller unter einen
Begriff fallenden Gegensténde, sei es bloss einer primitiven Strichliste — das Kerben selbst
erwies sich ja als ein Zdhlen, weshalb seine Auffassung als blosses Kopieren verworfen
wurde —, durchaus das Bestehen von vorerst unbekannten und der Anschauung nicht
unmittelbar zuginglichen Sachverhalten feststellen. Schon die zeichenlose Vorform des
Zéhlens macht es moglich, Begriffe auch dort auf ihre Gleichzahligkeit hin zu priifen,
wo das Ausmass ihrer Umfénge das nackte Fassungsvermogen des Menschen bei Wei-

tem tiibersteigt; weshalb sonst wiirden die Eingeborenen aus Kleenes Schilderung einen

1%Hilbert und Bernays (1968, S. 163).

101yg]. Alston und Bennett (1984).

102ygl. PG, S.332.

103 Tatsichlich ist Goodstein der Ansicht, das Zihlen sei kein Prozess, wodurch etwas entdeckt wiirde,
sondern ein Umwandlungsprozess, bei dem die durch Kopieren der abzuzidhlenden Vielheit erstellte
Strich- oder Kerbliste («tally») in ein konventionelles Zahlzeichen umgewandelt werde (vgl. Goodstein
(1956, S.1241)).
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derartigen Aufwand betreiben, wenn sich damit nicht das Bestehen eines ihnen anders
nicht zugénglichen Sachverhalts feststellen liesse? Gleichzahligkeit ist, in Anlehnung an
Wittgensteins Wortwahl, demnach als externe Beziehung von Begriffen anzusehen; des-
gleichen lasst sich die Anzahl, die einem Begriff zukommt, im Allgemeinen nicht aus
ihm allein ableiten. Um sie zu bestimmen, muss zumeist ein Blick auf die wirklichen
Verhéltnisse geworfen werden; nicht selten wird sich dabei herausstellen, dass ihm {iber
die Zeit verschiedene Anzahlen zugekommen sind, ohne dass er indessen aufgehort hétte,
derselbe Begriff zu sein.

Vom Standpunkt der Arithmetik aus mag das entdeckerische Moment des Zéahlens
verblassen. Der Umfang eines arithmetischen Begriffs ist wie die ihm zukommende An-
zahl ein flir allemal gesetzt; und ist der Umfang einmal bestimmt, kann, wie es Witt-

104 71dem scheint das Verhéltnis

genstein ausdriickt, «der Begriff sozusagen abtreten.»
manch eines Begriffs zu seinem Umfang ein internes zu sein; oder kénnte etwa dem
Begriff 0 <£ <10 eine andere Zahl zukommen als die Neun? Dem Ethnologen dagegen
kann mit der Ermittlung der Anzahl Individuen in einer sozialen Gruppe, von der er
einen bestimmten Begriff hat, durchaus eine wichtige Entdeckung gelungen sein. Kame
fernerhin in der Liste, die er zu diesem Zweck erstellt héitte, derselbe Name zweimal vor,
miissten je nachdem, ob dies aus Versehen oder, weil zwei Individuen denselben Namen
tragen, geschehen ist, die Eintrdge anders gezahlt werden; daran aber ist ersichtlich, dass
auch dem Abzédhlen einer Liste ein Begriff zugrundeliegt. Wie es moglich sein sollte, mit
Erfolg auf, sagen wir, das Exemplar eines Buchs zu referieren, ohne iiber den passenden
Begriff zu gehen, ist mir ein Rétsel; im Beispiel von Alston und Bennett — <Jim’s copy of

105

Rasselas>™”® — wird denn auch kein Figenname im logischen Sinne angegeben, sondern

eine definite Beschreibung, worin der zugrundeliegende Begriff enthalten ist.

§24  Die vorpridikative Sonderung der Gegenstédnde geht in der Logik einher mit der
Moglichkeit, auf jeden darunter einzeln zuzugreifen; diese Moglichkeit ist gewédhrleistet
durch den Quantifikationsapparat, dem das negierte Identitétszeichen, wo die Varia-
blen, wie iiblich, nicht nach dem Vorschlag Wittgensteins gelesen werden (siehe §21),
wesentlich angehort. Der Gebrauch verschiedener Variablen, die im Schnittbereich der
sie bindenden Quantoren ein negiertes Identitdtszeichen beidseits flankieren, sichert den
Zugriff auf ebenso viele verschiedene Elemente aus dem Gegenstandsbereich; es eriib-
rigt sich hier also der Umweg {iber Pradikate, um, nachdem ein Gegenstand ausgewéhlt

worden ist, auf einen anderen, und nicht nochmals auf denselben, zuzugreifen. Wie sich

104pa S.332.
105 Alston und Bennett (1984, S. 560).
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jedoch erwies, bedarf der Zahlende irgendeines Kennzeichens, das den Graben zwischen
den gezahlten und den ungezahlten Gegensténden anzeigt; wo kein solches vorliegt, kann,
selbst wenn der einzelne Zugriff auf keinen der Gegensténde prinzipiell verwehrt ist (siehe
§21), unmoglich gezahlt werden. Von der Logik wird diese Bedingung an die Zahlbar-
keit gleichsam verschluckt und es fragt sich, ob dies noch fiir weitere, den Zugriff auf
einzelne Gegenstinde betreffende Bedingungen gilt. Im verbleibenden Teil dieser Arbeit
soll daher der Frage nachgegangen werden, welches die dusseren, nicht die begrifflichen,
Bedingungen der Moglichkeit sind, einen Gegenstand unter vielen herauszugreifen.

Von dem Ersten Konzil zu Nicda, das um 325 aus Anlass des arianischen Streits von
Kaiser Konstantin dem Grossen einberufen worden war, ist eine philosophisch anmutende

Legende iiberliefert, die sich um die Zéhlung der anwesenden Bischofe rankt: !¢

[A]udivimus tempore Concilii, episcopis omnibus sedentibus in thronis, qui numerabant eos, invenisse
CCCXVIII episcopos in thronis suis sedentes: sed assurgentibus eis et stantibus, CCCXIX invenie-
bant, uno insuper addito. Quapropter nullo modo discernere poterant quanta esset eorum numeri
plenitudo, neque ejus qui supererat nomen dignoscebant; sed quando veniebant ad eum numeran-
tes, assumebat faciem vicini sui. Denique res ipsa revelata est quibusdam, scilicet Spiritum sanctum
esse (trecentesimum) decimum nonum, eos adjuvantem ad rectam fidem stabiliendam. Quamobrem

dictum est eos fuisse plures quam CCCXVIIL.

Die Zahlung der Bischéfe habe demnach in dem einen Zustand, als ein jeder Bischof
auf seinem Thron sass, die Zahl 318 ergeben, wohingegen dieselben Zahlenden auf einen
zusétzlichen, d.i. auf 319 Bischofe, gekommen seien, alsbald diese aufgestanden waren.
Daher sei es ihnen, den Zahlenden, in keiner Weise moglich gewesen zu entscheiden,
wieviel die Zahl der Bischofe bei Vollzéhligkeit betrug. Den Namen des zusétzlichen
Bischofs indes kannten sie nicht, und jedes Mal, wenn sie zéhlend zu ihm gelangten,
habe er die dussere Erscheinung seines Nachbarn angenommen.

Einen Bestandteil des Untergrunds, dem diese Legende entwachsen ist, scheint mir,
wenn nicht ein Zahltabu, so doch zumindest eine gewisse Abneigung gegen das Zahlen zu
bilden; sie selbst wiederum wiirde auf Anschauungen fussen, wonach sich die profanitas
einer gewohnlichen Zahlung mit der Heiligkeit der zu zahlenden Sache nicht vertrage, ja
sie geradezu vertreibe, wie auch der Heilige Geist sich einer solchen entzog. Unverstind-
lich bliebe indessen, dass er sich im erhobenen Zustand trotzdem zéhlen liess, was die
Vermutung nahelegt, die obige Passage gebe die Legende nur unvollstandig wieder. Und
tatsichlich heisst es in einer anderen Uberlieferung, die Zihlung der anwesenden, d.1.

der Einsitz nehmenden, Bischéfe habe 318 ergeben, jene der bei den Wahlgédngen von

106Pitra (1852, S. 523). Whitehead erwiihnt die Legende in dem von ihm verfassten Eintrag ,Mathematics*
in der Encyclopedia Britannica von 1911.
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den hierzu aufgestandenen Teilnehmern abgegebenen Stimmen hingegen 319.197 Dieser
zweiten Fassung nach wire anstelle der dritten trinitarischen Person die durch sie ab-
gegebene Stimme gezdhlt und auf diese Weise, wenngleich ohne Absicht, der anriichige
Zahlakt umgangen worden. Im Gegensatz aber zu den (in §4) erwihnten Umgehungen
handelt es sich hier nicht um eine von Zdhlenden ersonnene Strategie, um doch noch
an durch ein Verbot versperrte Information zu gelangen; die Anwesenheit des Heiligen
Geistes scheint zunéchst tiberhaupt nicht bemerkt worden zu sein. Vielmehr ist es hier
die zu zahlende Sache selbst, die sich der kurz bevorstehenden Zéhlung entzieht, indem
sie, wie es heisst, die dussere Erscheinung ihres Nachbarn annehme, wodurch die Zahlen-
den sie nicht als von diesem verschieden zu erkennen und daher nicht einzeln zu zéhlen
vermogen. Das Zahlhindernis ist hier also fehlende Unterscheidbarkeit.

Auch bei Frege gilt die Unterscheidbarkeit der Gegenstinde als notwendige Bedin-
gung dafiir, sie zdhlen zu kénnen. Er schreibt: « Wenn man die zu zdhlenden Dinge Ein-
heiten nennt, so ist die unbedingte Behauptung, dass die Einheiten gleich seien, falsch.
Dass sie in gewisser Hinsicht gleich sind, ist zwar richtig aber werthlos. Die Verschieden-
heit der zu zédhlenden Dinge ist sogar nothwendig, wenn die Zahl grosser als 1 werden

soll.»108

Offenbar meint Frege mit ,verschieden sein‘ dasselbe wie mit ,nicht durchaus
gleich sein‘, was aus anderen Stellen ausdriicklicher noch hervorgeht: «Jedenfalls sind
nie zwei Gegenstidnde durchaus gleichy; folglich nennen wir «den Gegenstand eben nur
darum einen andern, weil wir ihn vom ersten unterscheiden kénnen.» Dazu passt na-
tirlich, dass er sich, zumindest in den Grundlagen, Leibniz’ Definition der Identitat —
«<Eadem sunt, quorum unum potest substitui alteri salva veritate)» — als, wie er sagt,
Erklarung fir die Gleichheit aneignet, und zwar in der starken Lesart, wonach identisch
sei, was sich iiberall salva veritate fiireinander ersetzen lisst.!?? Der Idee nackter Ver-
schiedenheit, d.i. einer Beziehung des Verschiedenseins unter Gegenstinden, die durch
kein unterscheidendes Kennzeichen angezeigt wiirde, scheint Frege nichts abgewinnen zu
koénnen; Jevons’ Ausdruck der empty form of difference, d.i. fiir das, was nach Abstrakti-
on des speziellen Charakters der Verschiedenheit zwischen den Dingen einer Vielheit und

unter Beibehaltung einzig ihres Vorhandenseins iibrig bleibt, lehnt er jedenfalls ab.'10

107vgl. Kalin (1971, S. 547).

108 74, §45. Die beiden folgenden Zitate stammen aus den §§ 34, 36.

109¢ 65. Dafiir, dass er Leibniz’ Grundsatz nicht bloss als notwendige Bedingung liest, spricht einmal,
was er am Ende des betreffenden Absatzes sagt: «In der allgemeinen Ersetzbarkeit sind nun in der
That alle Gesetze der Gleichheit enthalteny»; und zudem die Verwendung, die er in diesem und den
darauffolgenden Paragraphen von ihm macht. Spéter, in der Rezension Husserls, wird er der Gleichheit
die Definierbarkeit absprechen (vgl. RH, S.184 (320)).

110vgl. GA, §44. Von einigem Interesse, zwar nicht fiir diese, aber vielleicht fiir andere Untersuchungen
scheint mir indes die damit einhergehende Weigerung, die Zahlangabe ,die Erde hat zwei Pole‘ als
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Die Unterscheidbarkeit, welche fiir das Zahlen erforderlich ist, muss indessen nicht
immer solcher Art sein, dass sich eine intrinsische Eigenschaft angeben liesse, die das
eine von dem anderen Element der zdhlbaren Vielheit unterscheidet. Dies bringt Frege
besonders klar zum Ausdruck, wo er schreibt:!11

Nur fiir sich, ohne Riicksicht auf ihre rdumlichen Beziehungen sind die Raumpunkte einander gleich.

Soll ich sie aber zusammenfassen, so muss ich sie in ihrem rdumlichen Zusammensein betrachten,

sonst schmelzen sie unrettbar in Einem zusammen.

Desgleichen mogen die Schldge der Kirchenglocke, um ein fritheres Beispiel wieder auf-
zunehmen, je fiir sich gehort, ohne Riicksicht auf ihr Aufeinanderfolgen in der Zeit, alle
ununterscheidbar gleich erschallen, ohne deswegen, nacheinander gehort, unzédhlbar zu
sein. Wie Frege in Bezug auf das zeitliche Nacheinander richtig bemerkt, kann es im-
mer nur als sekundéres Kennzeichen dienen, zumal eine durch die Zdhlung — oder eher:
Nummerierung — induzierte Ordnung in der Zeit die Unterscheidbarkeit der gezdhlten
Gegenstiande voraussetzt: «[Wlenn die gezahlten Gegenstinde nicht wirklich auf einan-
der folgen, sondern nur nach einander gezéhlt werden, so kann die Zeit nicht der Grund
der Unterscheidung sein. Denn, um sie nach einander zédhlen zu koénnen, miissen wir
schon unterscheidende Kennzeichen haben.»!1?

Verschiedenheit ist eine Beziehung, deren Bestehen sich nur auf Umwegen erkennen
l&sst; wo nicht kurzerhand festgelegt worden ist, dass sie besteht, bedarf es, um Dinge als
verschiedene erkennen zu kénnen, eines Kennzeichens, das ihr Verschiedensein anzeigt,
d.i. eines unterscheidenden Kennzeichens. Was hierfiir in Betracht kommt, hingt von
der Art der Dinge ab, deren Verschiedensein es zu erkennen gilt; da Verschiedenheit in
allen Seinsbereichen — nach dem Konzil zu Nicda ja selbst bei Gott, dem FEinen — an-
zutreffen ist, vermdgen insgesamt die unterschiedlichsten Eigenschaften und Relationen
der Unterscheidung zu dienen. Im Gebiet des Zahlbaren, liefert, wie wir gesehen haben,
der Begriff, durch den die zu zdhlenden Gegenstdnde betrachtet werden, das Prinzip,
nach dem sich entscheidet, was als unterscheidendes Kennzeichen anzuschauen ist und
was nicht(; dass mitunter verschiedene Zahlbegriffe ihr Prinzip der Einheit gemeinsam
haben, diirfte klar sein). Mangelnde Unterscheidbarkeit ist indes nicht immer auf einen
begrifflichen Mangel zuriickzufithren, zumal ein solches Prinzip zwar vorgibt, was mogli-
che Kennzeichen wéren, nicht aber, ob diese im besonderen Fall auch vorliegen; dariiber
entscheiden letztlich die dusseren Umstdnde, und diese kénnen so gelagert sein, dass

nicht alle Kennzeichen, sondern allein solche bestimmter Form, und darunter auch nur

gleichbedeutend mit einem Verschiedenheitssatz, d.i. mit ,der Nordpol ist vom Siidpol verschieden',
anzusehen.

NlgA, §41.

H2@GA, §40.
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die schwer erkennbaren, vorliegen, mithin die Grenzen zwischen Gegenstinden, die sich
unter anderen Umsténden miihelos auseinanderhalten liessen, kaum noch angezeigt wer-
den. Je nach Umstédnden herrschen offenbar verschiedene Grade der Unterscheidbarkeit
vor; ein bloss schwacher Grad an Unterscheidbarkeit zwischen Gegenstidnden kann, wie
Frege an einem Beispiel darlegt, ihre Zdhlung erschweren: «In der That erschwert zuwei-
len die zu grosse Aehnlichkeit z. B. der Stibe eines Gitters die Zahlung.» '3 Im Grenzfall,
so scheint es, konnten die Umstidnde jede Mo6glichkeit der Unterscheidung unterbinden

und mithin das Zahlen ganz verhindern.

Grade der Unterscheidbarkeit

§25 In seinem Aufsatz ,Grades of discriminability‘ definiert Quine drei Grade der
Unterscheidbarkeit in Bezug auf eine interpretierte formale Sprache erster Stufe:''* Er
nennt zwei Gegensténde (i) stark unterscheidbar, falls es in besagter Sprache eine offene
Aussage in einer freien Variablen gibt, die von dem einen Gegenstand, nicht aber von
dem andern erfiillt wird; (ii) moderat unterscheidbar, falls es eine offene Aussage in zwei
freien Variablen gibt, die von den zwei Gegensténden in der einen Anordnung, nicht aber
in der andern erfillt wird; und (iii) schwach unterscheidbar, falls es eine offene Aussage
der Form ,Fz . ~Fy* gibt, die von den zwei Gegenstédnden erfiillt wird. Das Graduelle
liegt in den logischen Folgerungsverhéltnissen; aus starker Unterscheidbarkeit folgt mo-
derate und daraus wiederum schwache, nicht aber umgekehrt moderate aus schwacher
oder starke aus moderater. Dies mag gerade im Hinblick auf die &usseren Grade erstaun-
lich anmuten, zumal die beiden Definitionen, wie Quine selbst anmerkt, gleichwertig
scheinen; die ausschlaggebende Nuance besteht gleichwohl darin, dass bei starker Un-
terscheidbarkeit die den Unterschied anzeigende Aussage Vorkommnisse nur einer freien
Variablen enthalten darf. An einem vieldiskutierten Beispiel aus der Mathematik lasst
sich der Unterschied gut veranschaulichen.

Fragt man etwas unbedarft nach der Wurzel einer positiven reellen Zahl r, hat man
vielleicht die ebenfalls positive reelle Zahl s im Sinn, welche die Gleichung ,2% = r* erfiillt;
denn nebst s ist ihr negatives Gegenstiick ¢ die zweite reelle Losung. Da die asymme-
trische Ordnung < auf R eine totale ist, wird die offene Aussage ,z<y‘ von beliebigen
zwel reellen Zahlen in der einen und nicht in der andern Anordnung erfiillt. In unse-
rem Beispiel ist ,t<s‘ wahr und ,s<t‘ dagegen falsch, was die beiden Wurzeln moderat
voneinander unterscheidet; durch die offene Aussage ,0<z‘ sind sie indessen sogar stark

unterscheidbar, was aufgrund der Dichtheit von @ in R fiir jedes Paar ungleicher re-

1334, §35.
H4Vgl, Quine (1976).
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eller Zahlen gilt. Anders stellt sich die Lage bei negativen reellen Zahlen dar; um hier
eine Antwort auf die Frage nach der Wurzel geben zu kénnen, ist eine Erweiterung des
Loésungsraums auf den Korper der komplexen Zahlen erforderlich. Obgleich C nicht als
Korper angeordnet werden kann, ordnet die Betragsnorm jeder komplexen Zahl eine re-
elle zu; die dadurch induzierte Struktur auf C ist zwar asymmetrisch, jedoch nicht total
und somit auch nicht linear, zumal jeder komplexen Zahl derselbe Betrag zugeordnet ist
wie ihrem konjugierten Gegenstiick;!'® insbesondere ordnet sie den beiden Wurzeln von
—1, fiir die sich die Bezeichnungen ,i* und ,—i‘ eingebtrgert haben, denselben Betrag
zu, weshalb sie in Bezug auf jene Struktur nicht zu unterscheiden sind. Da es sich bei
der Konjugation, um einen Koérperautomorphismus handelt, der eine jede komplexe Zahl
auf ihr konjugiertes Gegenstiick und dieses zuriick auf sein eindeutiges Urbild abbildet,
insbesondere ¢ auf —i und —i zuriick auf i, sind, wie aus §27 hervorgehen wird, die
beiden Wurzeln von —1 in der Sprache der komplexen Zahlen nicht moderat und damit
erst recht nicht stark unterscheidbar. Dennoch sind sie, wie sich leicht einsehen lisst,
nicht génzlich ununterscheidbar. Man kiirze hierzu die offene Aussage ,x + y=0°, die
von keiner Zahl ausser der Null reflexiv, d.h. von keinem reflexiven Paar ausser (0,0),
erfillt wird, mit ,Gz* ab; die daraus zusammengesetzte Aussage ,Gr .~Gy‘, d.i. in ihrer
artikulierten Form ,x + y=0.~(y + y=0)‘, wird offensichtlich von den Paaren (i, —i)
und (—i,4) erfiillt, nicht aber von (i,4) oder (—i, —i).116

Es ist das freie, in ,Gx* freilich verschluckte Vorkommen der Variablen ,y¢, welches
hier die Unterscheidbarkeit ausmacht und sie zugleich als schwache auszeichnet; denn bei
starker Unterscheidbarkeit darf in der Aussage, woran sich die Gegensténde scheiden,
keine andere als die an Argumentstelle angezeigte Variable vorkommen. Das Beispiel legt
ausserdem eine gleichwertige und gleichwohl pragnantere Definition des schwéchsten Un-
terscheidbarkeitsgrades nahe, von der auch Quine am Ende seines Aufsatzes berichtet;
ihr nach sind zwei Gegenstinde genau dann schwach unterscheidbar, wenn es in der
betreffenden Sprache eine offene Aussage in zwei freien Variablen gibt, die von ihnen
zusammen, nicht aber reflexiv von jedem einzelnen erfiillt wird. Quine meint, es geniige
zu fordern, dass die offene Aussage von einem der beiden zu unterscheidenden Gegen-
stdnde reflexiv falsch sei, was auf den ersten Blick in die Irre fithren kénnte, da, um es

an unserem Beispiel zu veranschaulichen, in der Aussage ,Gy‘, d.i. in ,y + y=0¢, nur

11515t eine komplexe Zahl z gleich a+1b, fiir a,b € R, so ist ihr konjugiertes Gegenstiick z gleich a —ib. Die
sich aus der Betragsgleichheit ergebenden Aquivalenzklassen enthalten freilich nicht allein konjugierte
Paare.

16vgl. Ladyman (2005, S.220). Infolge von Shapiro (1997) ist eine lebhafte Diskussion beziiglich Syste-
men, deren Struktur nicht-triviale Automorphismen erlauben, entbrannt. Der eben zitierte Aufsatz
Ladymans ist ein Beitrag dazu. In einem der neueren Beitrdge, Shapiro (2008), findet sich eine aus-
fiihrliche Literaturangabe.
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eine Variable frei vorkommt; erfiillte nun allein das eine, nicht aber das andere reflexive
Paar die Aussage, wiren die Gegenstinde nach der ersten Definition bereits stark un-
terscheidbar. Ahnliches ist in Bezug auf die Forderung zu sagen, ,Gz* miisse von den zu
unterscheidenden Gegenstdnden zusammen erfiillt werden, was dreierlei bedeuten kénn-
te: Die offene Aussage werde von (i, —i) oder (—i,1); von (i, —i), nicht aber (—i, ), oder
von (—i, 1), nicht aber (i, —i); oder von (i, —i) und (—i,4) erfiillt. Es scheidet die mittlere
Lesart sofort aus, da ansonsten schwache und moderate Unterscheidbarkeit zu ein und
demselben Grad verschmolzen. Quine kommt mit der offeneren ersten Lesart aus, weil es,
um schwache Unterscheidbarkeit zwischen zwei Gegenstédnden nachzuweisen, hinreicht,
eine offene Aussage anzugeben, die von einem der beiden irreflexiven Paare erfiillt und
von einem der beiden reflexiven Paare nicht erfiillt wird; sollte sich fernerhin herausstel-
len, dass sie von dem anderen irreflexiven Paar falsch oder von dem anderen reflexiven
Paar wahr ausgesagt wird, wéren die Gegensténde dariiber hinaus als moderat respektive
stark unterscheidbar einzustufen.

Es geht Quine also nicht darum, den Zustand bloss schwacher Unterscheidbarkeit, wo-
durch stéarkere Grade ausgeschlossen wiirden, zu definieren; wie sich leicht einsehen lasst,
impliziert der starkste Unterscheidbarkeitsgrad den mittleren und dieser den schwéchs-
ten. Denn sollten zwei Gegenstdnde a und b stark unterscheidbar sein, hielte die betref-
fende Sprache eine Aussage ,Hz‘ in einer freien Variablen bereit, die von a, nicht aber
von b erfiillt wiirde; an der mit ,Sxzy‘ abgekiirzten Aussage ,Hx.~Hy* liessen sich sodann
die beiden Gegenstinde moderat unterscheiden; die Disjunktion ,SzyV Syx‘ in ebenfalls
zwei freien Variablen wiirde schliesslich sowohl von (a,b) und (b,a) wahr als auch von
(a,a) und (b,b) falsch ausgesagt. Daran ist iiberdies zu ersehen, dass die Folgerungsver-
héltnisse zwischen den Unterscheidbarkeitsgraden selbst bei Annahme der dritten Lesart
erhalten bleiben. Wenn nun aber zwei Gegenstinde im Sinne der ersten Lesart schwach
unterscheidbar sind, sind sie entweder zugleich moderat unterscheidbar oder sie sind es
nicht; im zweiten Fall darf, da keine moderate und so auch keine starke Unterscheidbar-
keit herrscht, die sie schwach unterscheidende Aussage weder von einem der reflexiven
Paare erfiillt noch von einem der irreflexiven Paare nicht erfiillt werden; und im ersten
Fall kann, wie eben vorgefiihrt, eine Aussage zusammengestellt werden, die sich in Bezug
auf die vier Gegenstandspaare so verhélt, wie es die dritte Lesart fordert. Also ist sie
zu der ersten, nicht aber zu der mittleren Lesart gleichwertig. Zu erstaunen vermdochte
dies nur, wer irrtiimlich meinte, die Bedingung, von zwei geordneten Paaren erfiillt zu
werden, fordere von der offenen Aussage mehr als die Bedingung, von nur einem darun-
ter erfiillt zu werden. Es geniigt in Erinnerung zu rufen, dass aus mengentheoretischer

Sicht geordnete Paare komplexer sind als ungeordnete; im Gegensatz zum ungeordneten
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weist das geordnete Paar eine Richtung auf (siehe § 10), die beim Versuch, es als Menge
zu definieren, beriicksichtigt werden muss, was sich, wie die Geschichte gezeigt hat, auf
sehr unterschiedliche Weise umsetzen lisst.!1”

Quines Definitionen der Unterscheidbarkeit zeichnen sich durch die Verkniipfung
zweier Urteile, d.i. eines affirmierenden mit einem negierenden, gemeinsam aus; tiber-
einstimmend zur landldufigen Auffassung des Unterscheidens wird der einen Sache zuge-
sprochen, was der anderen wiederum abgesprochen wird. Uber das Landliufige hinaus
reichen sie aber deshalb, weil es sich bei dieser ,,Sache®“ nicht allein um einen Gegenstand
handeln muss, sondern desgleichen um ein Paar von solchen handeln kann. Um diese Ge-
meinsamkeit herauszustreichen und auch die obigen Feststellungen einfliessen zu lassen,
seien die drei Grade der Unterscheidbarkeit in einer leicht abgednderten Formulierung
hier noch einmal definiert. Zwei Gegensténde a und b aus dem Gegenstandsbereich einer

interpretierten formalen Sprache erster Stufe £ heissen

stark unterscheidbar, falls es in £ eine offene Aussage ,F'z‘ in einer freien Variablen
gibt, sodass ,Fz . ~Fy‘ von (a,b) erfiillt wird;

moderat unterscheidbar, falls es in £ eine offene Aussage ,Rzy‘ in zwei freien
Variablen gibt, sodass ,Rxy . ~Ryx* von (a,b) erfillt wird;

schwach unterscheidbar, falls es in £ eine offene Aussage ,Sxy‘ in zwei freien

Variablen gibt, sodass ,Szy . ~Szz‘ von {a, b} erfillt wird.

FEine weitere Definition Quines einbauend, heisse ein Gegenstand aus dem Gegenstands-
bereich von L spezifizierbar, falls er von allen anderen darin stark unterscheidbar ist;
im endlichen Fall — und nur dieser kommt hier in Betracht — trifft dies genau dann zu,
wenn L eine offene Aussage in einer freien Variablen bereithélt, die einzig von besagtem
Gegenstand erfiillt wird.!'®
§26  Natirlich stellt sich nun die Frage, welchen Grad an Unterscheidbarkeit die Ele-
mente einer Vielheit mindestens aufweisen miissen, damit sie abgezéhlt werden kann.
Es wird sich, um es gleich vorweg zu sagen, auf den wenigen Seiten, die uns verbleiben,
keine auch nur anndhernd zufriedenstellende Antwort mehr geben lassen. Daher sollen
lediglich noch einige Punkte Erwdhnung finden, die es bei der Suche nach einer Antwort
zu berticksichtigen gélte.

Einige Male schon wurde im Laufe dieser Arbeit die schlichte Einsicht eingebracht,

dass unser Hirte — um ein letztes Mal zu ihm zuriickzukehren — seine Schafe nicht einzeln

H17Vgl. hierzu kritisch Dipert (1982).
118 Andernfalls stelle starke Unterscheidbarkeit gegeniiber allen anderen Gegenstéinden, wie Quine sagt,
Spezifizierbarkeit im Unendlichen sicher (vgl. Quine (1976, S.129)).

70



zu kennen, d.i. iiber keine dauerhaften Kennzeichnungen zu verfiigen, brauche, um sie
zéhlen zu kénnen. Damit ihm die Durchfithrung seines allabendlichen Rituals gelingen
kann, muss der Hirte demnach nicht in der Lage sein, jedes Viehstiick aus der Herde
— um es in neuen Worten zu sagen — iiber die wechselhaften Umstidnde hinweg einzeln
zu spezifizieren. Gleichwohl diirfte aus dem Gesagten auch klar geworden sein, dass
zwischen den bereits gezdhlten und den noch ungezdhlten Gegenstdnden stets starke
Unterscheidbarkeit zu herrschen hat. Zweifellos gehort das Pradikat ,x ist gezdhlt‘, worin

19 geine

nur eine Variable auftritt, zur Sprache eines jeden sprachbegabten Zahlenden;
Extension muss er an ein Kennzeichen gekniipft haben, das ihm den Graben zwischen
Gezdhltem und Ungezédhltem anzeigt. Wie es sich indes innerhalb der Lager je verhélt,
dariiber wurde bis anhin nicht mehr als die vage Vermutung geédussert, ein zu schwacher
Grad an Unterscheidbarkeit unter den zu ziahlenden Gegenstédnden konnte das Zéhlen
verhindern.

Von seinem Standpunkt aus wird der Hirte beim Zahlen das Lager der noch ungezahl-
ten Schafe gewiss gut zu iiberblicken vermdégen; unklug wére es ja, aufgrund mangelnden
Uberblicks ein davonlaufendes Schaf zu iibersehen. Und in Bezug auf jenen Standpunkt
wird sich, ungeachtet der Tatsache, dass er dauerhafter Kennzeichnungen entbehrt, jedes
vor dem Stall versammelte Schaf aufgrund der rdumlichen Lage zu ihm kennzeichnen
lassen; hélt die Hirtensprache die nétigen Ausdriicke bereit, diirfte es ihm daher zu je-
dem Zeitpunkt der Zahlung mdéglich sein, ein beliebiges ungezéhltes Schaf von jedem
anderen stark zu unterscheiden. Fiir die bereits im Stall befindlichen Schafe trifft dies,
obgleich im Prinzip auch hier jedes darunter durch seine rdumliche Lage zum Hirten spe-
zifizierbar wére, nicht zu; auch wenn die sprachlichen Mittel vorhanden sind — sie lassen
sich von ausserhalb der Stallung nicht anwenden. In ganz dhnlicher Lage, nur diesmal
in Bezug auf das Lager der ungezdhlten Gegenstinde, befdnde sich auch unser Sortes,
falls ihm untersagt wiirde, in den zugedeckten Korb voller Apfel zu greifen. Wie liesse
sich da etwas unterscheiden, geschweige denn einzeln auf die verborgenen Gegensténde
zugreifen? Nun wére es aber durchaus denkbar, dass Sortes nebst dem Leergewicht des
Korbs auch das Einzelgewicht der Apfel — das, wie wir uns erinnern, bei allen gleich ist —
kennt; das Wéagen des Korbs gidbe ihm in diesem Fall Aufschluss iiber die Zahl der darin
enthaltenen Apfel. Es scheint also mitunter auch Wege zu geben, um die Anzahl einer
Vielheit zu ermitteln, wo die Umsténde eine Unterscheidung ihrer Elemente nicht zu-
lassen. Manche jedoch wéren vielleicht geneigt, dagegen einzuwenden, dass die Apfel im

Korb aufgrund der zusétzlichen Information selbst von aussen her unterscheidbar sind;

19 eggleichen miissten auch bei sprachloser Zahlung die gezihlten Gegenstéinde irgendwie als solche
markiert sein. Zahlen ist also wesentlich eine semiotische Tétigkeit.
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immerhin werde, unter der Annahme, dass ein Apfel 200g wiegt, die Aussage ,x wiegt
mit y 400g‘ von jedem irreflexiven und von keinem reflexiven Apfelpaar erfiillt. Unklar
bleibt indes, ob die Briicke zur Zahlbarkeit geschlagen werden darf; es scheint mir hier
weder ein Moment des Herausgreifens noch eines des Weglegens an der Ermittlung der
Anzahl beteiligt zu sein.'2"

Ohnehin stellt die Legende aus Nicéda eine andere Situation dar. Das komplexe Ding,
bestehend aus dem letzten Bischof in der Thronreihe und dem Heiligen Geist, scheint
keine fiir die Zahlenden erkennbare Eigenschaft zu besitzen, die es als Komplex auswei-
sen wiirde; ebenso gut konnte es sich um einen einfachen Bischof handeln. Die beiden
Bestandteile sind, im urspriinglichen Sinne des Wortes, ineinander verschrénkt, d. h. von
ein und derselben dusseren Schranke umgeben und nach aussen hin abgegrenzt, wohinge-
gen nach innen keine Schranke zwischen Verschiedenem erkennbar ist. Trotzdem gelingt
es, wenngleich nur iber Umwege, den Heiligen Geist und seinen bischéflichen Nachbarn
einzeln zu zdhlen; denn sie haben bei Stimmabgabe verschiedene Spuren hinterlassen.
Unter Einbezichung dieser Spuren werden die zwei ansonsten verschrankten Personen auf
einmal unterscheidbar. Bei Wahrung des Wahlgeheimnisses wiirde ihre Unterscheidung
einzig in der Verschiedenheit der abgegebenen Wahlzettel griinden, zumal dann iiber die-
se die Stimmenden nicht einzeln zuriickverfolgt werden kénnten; mithin wirde es sich,
da keine weiteren Mittel der Unterscheidung zuhanden scheinen, um bloss schwache Un-
terscheidbarkeit handeln. (Hier wére es ein Leichtes dem Irrtum zu verfallen, wonach die
beiden Personen durch die Aussage ,x hat seinen Wahlzettel vor y abgegeben‘ moderat
unterscheidbar seien; an den Zetteln jedoch wird sich die zeitliche Abfolge ihrer Abga-
be im Allgemeinen nicht nachvollziehen lassen. Dagegen diirfte es den Zahlenden nicht
schwer fallen, die verschiedenen Wahlzettel auseinanderzuhalten; die Unterscheidung der
Stimmenden durch die irreflexive Aussage ,z hat einen anderen Wahlzettel eingelegt als
y‘ bedarf denn auch keiner anderen Quelle).

Sicherlich liesse sich gegen diese Sichtweise nun einwenden, nicht Personen wiirden
hier herausgegriffen und weggelegt, sondern vielmehr wiirden die abgegebenen Zettel ei-
ner Zahlung unterliegen, aus deren Ergebnis dann wiederum die Personenzahl abgeleitet
sei; und dass die Zdhlenden es vermogen, die Zettel stark voneinander zu unterscheiden,
wiirde niemand bestreiten. Andererseits wurde schon einmal davor gewarnt, die Rede
vom Herausgreifen allzu anschaulich zu nehmen. Natiirlich ldsst sich, was mit der Hand

zu greifen ist, spezifizieren und zdhlen; aber muss denn, bei gegebenen Umsténden, stets

1205 fragt sich weiterhin, ob der Ausdruck ,z wiegt mit y 400g‘ durch die Einsetzung derselben Variablen
an den Argumentstellen iberhaupt zu einem sinnvollen Satz ergédnzt werden kann, und ob er nicht
viel eher seiner Form nach die Einsetzung fremder Variablen erfordert.
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auf alles Zéhlbare ein unmittelbarer Zugriff moglich sein? Wenn die Antwort auf die zuvor
gestellte Frage nicht von vornherein lauten soll, es seien nur Vielheiten spezifizierbarer
Gegenstéinde zahlbar, miissen wir uns auf das Denken einer Vielheit von Gegenstédnden,
die voneinander nicht stark unterscheidbar sind, einlassen; der Zugang zu solchen kann
aber, sofern unser Eindringen den Zustand geringer Unterscheidbarkeit nicht sogleich
wieder aufheben soll, immer nur iiber Umwege geschehen. Ausserdem gilt es die viel-
faltige Verflechtung des Zéhlens mit dem Prinzip der Stellvertretung in Erinnerung zu
rufen, angesichts derer es durchaus nicht abwegig erscheint, die Zahlung der abgege-
benen Wahlzettel mitsamt jener auf bestimmten Annahmen beruhenden Ableitung als
eine, wenngleich zusammengesetzte Zahlhandlung anzusehen, deren Gegenstdnde nicht
etwa die Zettel, sondern die tatsédchlich dahinter stehenden Personen bilden. In dieser
Ansicht geben die angedeuteten Annahmen gleichsam den Takt vor; wo jede zu zdhlende
Person nicht einen, sondern, sagen wir, zwei Zettel in die Urne geworfen hat, sind diese
paarweise zu zahlen. Wo hingegen verschiedene nur einen Zettel abgegeben haben, lasst
sich die Zahlung ohne Riickgriff auf andere Mittel nicht langer durchfithren.

Ob sich zwei Gegenstiande unterscheiden, d.i. als verschiedene erkennen, lassen,
héngt, wie inzwischen hinreichend klar geworden sein diirfte, von den Umstdnden ab; in
einem weiten Sinne des Wortes fallen darunter — nebst den Eigenschaften der Gegenstéan-
de, die ihnen akzidentell zukommen, und den Relationen, die zwischen ihnen bestehen
— auch die Beziehungen der Gegenstdnde zum unterscheidenden Subjekt, das hier im-
mer zugleich ein zdhlendes ist. Jenen Standpunkt, den der Zédhlende gerade einnimmt,
er6ffnet ihm einen bestimmten Zugang zu den Gegenstédnden und verschliesst hingegen
andere; in Bezug auf seinen Standpunkt sind ihm die Gegenstédnde, um eine Redeweise
Freges aufzunehmen, auf bestimmte Art(en) gegeben und auf andere nicht.'?! Welche
Arten des Gegebenseins tiberhaupt in Betracht kommen, hdngt demnach auch von den
Umstédnden, und insbesondere von dem eingenommenen Standpunkt, ab(; abends kann
mir die Venus nicht als der Morgenstern, d.i. als der hellste Stern am Morgenhimmel, ge-
geben sein). Indem etwa unser Hirte durch das Eintreten in den Stall seinen Standpunkt
gegeniiber den Schafen énderte, kiime er auf einmal in die Lage, die darin befindlichen
Tiere ebenso stark unterscheiden zu kénnen, wie zuvor die draussen versammelten. Un-
terscheidbarkeit ist — und mit ihr die Zahlbarkeit — zuerst nur als etwas Intentionales zu

begreifen.!?2

121vgl. SB, S.26 (143).

122Williamson bringt in Identity and Discrimination Gleiches oder Ahnliches zum Ausdruck, wo er
schreibt: «One’s ability to discriminate between a and b will in general be sensitive to the ways
in which they are presented to one; even one’s ability to discriminate between colours depends upon
the light in which one sees them. However, sense can always be made of the non-intentional rea-
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Was hier faute de mieux unter dem Begriff der Intentionalitit versammelt sei, be-
schréankt sich indessen nicht darauf, dass die Moglichkeit der Unterscheidung zweier
Gegenstéinde von der Art ihres Gegebenseins und damit auch von dem eingenommenen
Standpunkt (sowie freilich von der individuellen Erkennungskraft des Subjekts) abhéangt;
allein schon die Einbeziehung des Subjekts als weiterer Gegenstand kann im betrachteten
System neue Quellen der Unterscheidbarkeit erschliessen. Im Beispiel der Kirchenglocke
sind zwar die einzelnen Schlédge bereits durch die zeitliche Lage zueinander spezifizierbar
— der erste Glockenschlag hat als einziger keinen Vorgéanger, wihrend der zweite als einzi-
ger einen vorgingerlosen Vorgénger hat, etc. — doch wenn wir uns die Glockenschlége in
einer Reihe ohne Anfang und ohne Ende zeitlich aufeinanderfolgend denken, sind sie fiir
sich zusammen betrachtet nur noch moderat unterscheidbar. In Bezug auf ein zédhlendes
Subjekt, das manche der endlos aneinandergereihten Schlége erschallen horte, sind sie
wiederum spezifizierbar; denn zu jedem Zeitpunkt gibt es einen Glockenschlag, der ihm
als letzter zu Ohren gekommen ist, und einen weiteren, der ihm als néchster zu Ohren
kommen wird. Mitunter scheint es, als schiife der Zahlende durch sein Eindringen in das
System die Bedingungen der Unterscheidbarkeit — und mit ihnen jene der Zahlbarkeit —
gleich selbst. Als sich uns aber die Frage nach den Bedingungen der Moglichkeit, einen
Gegenstand unter vielen herauszugreifen, stellte, schien — zumal wir von der Logik her
dorthin gelangten — klar, dass es um Bedingungen gehen wiirde, die unbeschadet jedes
Eindringens zu herrschen hatten.

Es dréangt sich uns also eine Betrachtungsweise auf, die Wittgenstein in einer seiner
Vermischten Bemerkungen vortrefflich eingefangen hat: «Es ist — glaube ich — der Weg
des Gedankens, der gleichsam tber die Welt hinfliege und sie so lasst, wie sie ist — sie
von oben vom Fluge betrachtend.»'?? Es handelt sich um ein Betrachten der Dinge,
wie sie unbetrachtet sind, um ein Zugreifen, das selbst keine Spuren hinterlésst. Die
Betrachtung ,von oben® erdffnet dem Betrachter iiberdies alle Zugénge, die unter den
gegebenen Umstdnden moglich sind — alle Arten, in denen die einzelnen Gegenstédnde
solchenfalls gegeben sein kénnen. Daher handelt es sich nicht um ein Betrachten von
Gegenstinden unter allen moéglichen Umstédnden, iiber alle moglichen Welten hinweg;
die gleichsam festgefrorenen Umstdnde sind dem allwissenden Betrachter vollstdndig
gegeben.

Quines Begriffe gentigen diesen Anforderungen nicht, da sie die Grade der Unter-

scheidbarkeit in die Abhéngigkeit der gewéhlten Sprache treiben; es kénnen nadmlich in

ding [of ,discriminate‘] in terms of the intentional one, if only by the stipulation that a and b are
discriminated non-intentionally if and only if there are modes of presentation under which they are
discriminated intentionally» (Williamson (2013, S.9)).

123 VB, S. 456.
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der einen Sprache zwei Gegenstédnde voneinander unterscheidbar sein, die in der anderen
als verschrankte Einheit auftreten. (Man konnte sagen, Quines Begriffe verhielten sich
iiber verschiedene Sprachen hinweg intensional; denn es kénnen ,a‘ und ,b‘ in zwei Spra-
chen dieselben verschiedenen Gegensténde bedeuten, obschon a und b in nur einer der
beiden unterscheidbar sind.) Im vorletzten der noch verbleibenden Paragraphen soll nun
ein Weg skizziert werden, wie sich das Intentionale aus dem Begriff der Unterscheidbar-

keit tilgen liesse.

Unterscheidbarkeit und Homomorphismen

§27 Haufig lassen sich die Gegensténde alltdglicher Erfahrung auf mannigfache Weise
unterscheiden: Manche leuchten an verschiedenen Orten zu verschiedenen Zeiten in ver-
schiedenen Farben; andere variieren in Grésse und Gewicht zugleich; wiederum andere
scheiden sich nicht allein daran, dass sie diesem oder jenem gehoren, sondern vielleicht
auch an ihrer Heftigkeit. Je nach Zweck und Gebrauch wird mitunter der einen Unter-
scheidungsweise stérkere Beachtung zuteil als der anderen. Geht es jedoch darum, die
Gegenstéinde zu zédhlen, ist Frege wohl Recht zu geben, wo er schreibt: «Die Eigenschaf-
ten, durch die sich die Dinge unterscheiden, sind fiir ihre Anzahl etwas Gleichgiltiges und
Fremdes.»'?* Da wir nach dem schwichsten Unterscheidbarkeitsgrad suchen, der fiir das
Zéhlen gerade noch hinreicht — wofiir zunéchst die zwei schwécheren Grade in Betracht
kommen —, kénnen wir ausserdem von den Eigenschaften der Dinge absehen und an
den Relationen zwischen ihnen festhalten, ohne indes dem je eigenen Charakter dieser
Relationen, sondern allein ihrem Bestehen Rechnung zu tragen. Es bietet sich daher die
Betrachtung einer Sprache (erster Stufe) an, deren Signatur keine einstelligen Priadikate
und nur ein einziges zweistelliges Relationszeichen ,A‘ enthélt; nennen wir sie Lg.
Liesse sich die offene Aussage ,Azxz‘ von manchen Elementen eines Gegenstandsbe-
reichs zu L¢ erfiillen und von manchen anderen nicht, l4ge bereits jene Art der starken
Unterscheidbarkeit vor, die durch das Absehen von einstelligen Pradikaten herausgehal-
ten werden sollte; liesse sich dieselbe Aussage hingegen von allen Elementen des Bereichs
erfiillen — wie dies bei ,o=x"* fiir gewOhnlich der Fall ist — unterschiede sie nur jene Ge-
genstinde voneinander schwach, die ,Azy‘ irreflexiv nicht erfiillten, d.i. zueinander nicht
in der bezeichneten Relation stiinden. In letzterem Fall wére es wohl giinstiger, ~Axy’
als Bezeichnung der eigentlichen Grundrelation anzusehen. Es ist daher naheliegend, nur
solche Interpretationen von L zu betrachten, die auch Modelle von ,Vax ~Azx* sind. Da
zudem, falls L das Zeichen der Identitit bereithielte (und dieses wie gewohnlich als

die kleinste reflexive Relation auf dem Gegenstandsbereich interpretiert wiirde), jeder

12134, §34.

75



Gegenstand von jedem anderen (durch ,z=xz.x#y‘) schwach unterscheidbar wére, ist
,="aus der Liste der logischen Zeichen zu streichen. Um dennoch die ganze Aussagekraft
der ersten Stufe zu erhalten, steht es uns frei, die Individuenvariablen im Sinne Wittgen-
steins zu lesen (siehe § 21). Auch sollten Individuenkonstanten, wo es doch unser Anliegen
ist, beim Zugriff auf die Gegensténde keine Spuren zu hinterlassen, vermieden werden,
zumal ihr Auftreten an Argumentstellen offener Aussagen stérkere Unterscheidbarkeit
implizieren kann.'??

Die Systeme, welche aus der Interpretation von L hervorgehen, bilden den Untersu-
chungsgegenstand der Graphentheorie. Graphen, deren Grundrelation irreflexiv ist, die
also den Satz Vo ~Axzx‘ erfiillen, werden mitunter auch einfache genannt, um sie von
solchen, die Schlingen aufweisen, abzuheben. In ihrer diagrammatischen Darstellung, fiir
Nicht-Mathematiker gewiss die anschaulichste, sind die verschiedenen Elemente aus dem
jeweiligen Gegenstandsbereich durch rdumlich getrennte Knoten und das Bestehen oder
Nicht-Bestehen der von ,A‘ bezeichneten Relation zwischen ihnen durch eine verbin-
dende Kante oder das Fehlen einer solchen dargestellt; wie etwa in diesen drei simplen

Beispielen:

G1

Offensichtlich unterscheidet sich der dritte Graph von den beiden ersten durch die Ge-
richtetheit seiner Grundrelation; Mathematiker unterscheiden hier gerichtete von unge-
richteten Graphen. Um die Ungerichtetheit als formalen Zug einer Relation zu bewahren
und von dem Merkmal der Symmetrie abzugrenzen (siehe § 10), ist es angebracht, zur
Beschreibung gerichteter Graphen eine Sprache L5 einzufiihren, die anstelle von ,A® ein
Relationszeichen ,ff‘ mit geordneten Argumentstellen enthélt, ansonsten aber mit Lg
iibereinstimmt.'?6 Die Grundrelation ungerichteter Graphen lisst sich anschaulich als

Nachbarschafts-, jene gerichteter Graphen als Vorgéingerrelation deuten.

125Bine dhnliche Sprache (wenngleich mit ,=‘) wird in Ebbinghaus u.a. (2007, S.49) vorgestellt.

126Fs stellt sich die freilich berechtigte Frage, weshalb die Irreflexivitit der Grundrelation, sowohl bei
gerichteten als auch ungerichteten Graphen, nicht ebenfalls als formaler Zug behandelt wird. Hier wird
dies aus rein technischen Griinden unterlassen. Quines Definition der schwachen Unterscheidbarkeit
bediirfte umsténdlicher Anpassung, zumal (gerade im Hinblick auf zusammengesetzte Aussagen) zwei
Arten der Irreflexivitit, eine logische und eine materiale, auseinandergehalten werden miissten. Aus
der Besetzung der Argumentstellen von ,A‘ oder ,A" durch Vorkommen derselben Variablen gingen
nédmlich keine falschen, sondern iiberhaupt keine Sétze hervor, wohingegen z.B. ,ﬂz(gxz . /_l'za:)‘
durchaus wohlgeformt wére.
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Weiterhin gilt es festzuhalten, dass die Buchstaben ,a‘, ,b° und ,¢‘ nichts darstellen. Thr
Gebrauch verrét aber die eingenommene Betrachtungsweise; gleichsam ,,von oben* herab
werden die Knoten'?” des Graphen beschriftet, ohne indessen an der Sache selbst Spuren
zu hinterlassen. Denn je fiir sich betrachtet und ohne auf die Buchstaben zu achten, sind
die Knoten — wie die Raumpunkte in Freges Beispiel (siehe §24) — einander gleich; und
selbst im Zusammenhang betrachtet erscheinen manche weitgehend gleich. Oder ergibt
die Frage, auf welchen Knoten von Go der Buchstabe ,a‘ zeige, etwa Sinn? Es liesse sich
doch nicht anders darauf antworten, als zu sagen, er zeige auf einen darunter — obgleich
der beschriftende Betrachter in seiner vermeintlichen Allwissenheit so tut, als kénne ein
bestimmter Knoten herausgegriffen werden. Als einziger in den gegebenen Beispielen
kann der Knoten ¢ des ersten Graphen aufgrund eines strukturellen Merkmals aus den
anderen herausgehoben werden; denn im Gegensatz zu seinen Mitknoten besitzt er zwei
Nachbarn, was sich in L5 durch ,Jy, z(Azy . Axz)‘ ausdriicken lasst — sofern natiirlich
die gebundenen Variablen im Sinne Wittgensteins gelesen werden. Und dennoch muss
zugegeben werden, dass sich in L selbst die Knoten von Go durch die Aussage ,Axy
allesamt schwach voneinander unterscheiden lassen.

Wenn, wie Frege meint, «[ijn der allgemeinen Ersetzbarkeit [...] nun in der That alle
Gesetze der Gleichheit enthalten»!?® sind, erstaunt es nicht, dass auch im Hinblick auf
die gegebenen Beispiele manche Vertauschbarkeit festgestellt werden kann. So kénnen
im mittleren Graphen die Knoten beliebig miteinander vertauscht werden, ohne dass
dadurch einem davon ein Merkmal, das er zuvor nicht besass, zu- oder eines, das er
besass, abhanden kime. Auch die Knoten des gerichteten Graphen erlauben gewisse
Vertauschungen — oder vielleicht préziser: Verschiebungen —, nur dirfen diese, bildlich
gesprochen, nicht gegen die Laufrichtung der Grundrelation erfolgen: Wird a anstelle von
b gesetzt, muss b die Stelle von ¢ einnehmen, wodurch wiederum c in die zuerst vakant ge-
wordene Stelle gedringt wird; denn wiirden nur a und b miteinander vertauscht, stiinden
sie plotzlich in umgekehrter Richtung zueinander. Desgleichen wiirde der Knoten ¢ im
ersten Graphen — ungeachtet weiterer Verschiebungen — das ihn auszeichnende Merkmal
verlieren, wenn er an die Stelle eines anderen geriickt wiirde. Vertauschungen, welche die
Nachbarschaftsverhéltnisse (oder ihr gerichtetes Pendant) zwischen den Knoten — und

damit ihre strukturellen Merkmale — unverdndert belassen, fallen unter den allgemei-

12"Dje Bedeutung des Wortes schwankt hier (und nicht selten auch in Werken zur Graphentheorie)
zwischen den kreisrunden Bestandteilen der diagrammatischen Darstellung eines Graphen und den
durch sie dargestellten Gegenstanden; Analoges gilt fiir das Wort ,Graph‘. In welcher Bedeutung ihre
Vorkommen genommen werden diirfen, ist dem Zusammenhang zu entnehmen.

128Giehe Anm. 109.
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nen Automorphismusbegriff.'?? An der Existenz von Automorphismen bestimmter Art
lassen sich denn auch die Grade der Unterscheidbarkeit — oder besser gesagt: der Unun-
terscheidbarkeit — einfangen, fiir die bis anhin nur Quines sprachrelative Begrifflichkeit

zur Verfiigung stand: Zwei Knoten a und b eines Graphen G sind in L5 genau dann

nicht stark unterscheidbar, wenn ein Automorphismus 7 von G existiert, sodass
m(a) = b;

nicht moderat unterscheidbar, wenn ein Automorphismus 7 von G existiert, sodass
m(a) =bund 7(b) = a;

nicht schwach unterscheidbar, wenn ein Automorphismus 7 von GG existiert, sodass
m(a) = b, m(b) = a und w(z) = x fir alle anderen Knoten, sowie {a, b} keine Kante

von G ist.130

Aus der Definition der Spezifizierbarkeit nach Quine und dem ersten der obigen Sétze
folgt sofort, dass ein Knoten a von G in Lg genau dann spezifizierbar ist, wenn ihn alle
Automorphismen von G fest belassen — was freilich insbesondere dann eintrifft, wenn G
asymmetrisch ist, d.h. nebst der Identitdtsabbildung keine weiteren Automorphismen
aufweist. 3!

Wie aus den gegebenen Beispielen unschwer zu erkennen ist, lésst sich die Existenz
zumindest mancher Automorphismen eines Graphen an dem Bestehen entsprechender
geometrischer Symmetrien in (manchen) seiner diagrammatischen Darstellung(en) erse-
hen; mitunter kann dies dazu genutzt werden, den Grad an Unterscheidbarkeit zwischen
Knoten auch im Hinblick auf komplexere Graphen schnell und anschaulich zu bestim-

men:

129Fine spezifische Definition fiir ungerichtete Graphen wird im Anhang gegeben, wo auch die folgenden
Sétze bewiesen werden.

139Um den letzten Satz auf gerichtete Graphen anwenden zu koénnen, miisste lediglich die zweite Bedin-
gung dahingehend angepasst werden, dass weder (a,b) noch (b,a) Kanten von G seien. Im Anhang
werden die Sétze fiir einfache, ungerichtete Graphen bewiesen; dies auch fiir gerichtete zu tun, wiir-
de indes keine neuen Schwierigkeiten bereiten. Fiir ihre Ausweitung auf allgemeine Strukturen, vgl.
Ketland (2011).

131 Bemerkenswerterweise sind unter den ungerichteten, einfachen Graphen mit weniger als sechs Knoten
keine asymmetrischen (vgl. dazu Erdés und Rényi (1963)).
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Offensichtlich bestehen hier Drehsymmetrien um den Schwerpunkt des Dreiecks herum;
die Drehung um 120° gegen den Uhrzeigersinn etwa bildet das Dreieck deckungsgleich,
wie wir in der Schule sagten, auf sich selbst ab; nach der Drehung kommt die Ecke a
anstelle der Ecke b, b anstelle von ¢ und ¢ anstelle von a zu liegen (desgleichen a; anstelle
von b;, b; anstelle von ¢; und ¢; anstelle von a; fiir i = 1,2,3). Bei der entsprechenden
Permutation der Knoten von G4 handelt es sich, was leicht nachzupriifen wére, denn
auch um einen Automorphismus; aus der Art, wie die Eckknoten a, b und ¢ miteinander
vertauscht werden konnen, ldsst sich wiederum ableiten, dass sie paarweise nicht stark
unterscheidbar sind. Dagegen ware keine Permutation, die a anstelle von b und b anstelle
von a riickte, ein Automorphismus, wie sich zwar mit ein bisschen mehr Aufwand als
zuvor, jedoch ebenfalls unschwer nachpriifen liesse; da Gleiches auch fiir ¢ in Bezug
auf die beiden anderen Knoten gilt, folgt daraus, dass die drei Eckknoten paarweise
moderat unterscheidbar sind und somit, aufgrund des ersten Befundes, bloss moderate
Unterscheidbarkeit zwischen ihnen herrscht.

Im Gegensatz dazu ist die paarweise Vertauschung der Knoten a und b von Gs ein
Automorphismus, woraus nach dem zweiten der obigen Satze folgt, dass zwischen ihnen
keine moderate Unterscheidbarkeit herrscht. Obgleich der Automorphismus den dritten
Knoten zwangslaufig fest belésst, erfiillen ¢ und b die Bedingungen an das Fehlen jeg-
licher Unterscheidbarkeit dennoch nicht; schwach unterscheidbar sind sie indessen nur
deshalb, weil sie durch eine Kante verbunden sind. Dies konnte nun den Anschein erwe-
cken, als seien sie in struktureller Hinsicht iberhaupt nicht auseinanderzuhalten; bedenkt
man aber den Umstand, dass zwei benachbarte Knoten eines einfachen Graphen schon
deshalb nicht all dieselben Nachbarn haben kénnen, weil der eine den andern, jener aber
nicht sich selbst zum Nachbarn hat, kommt einstweilen doch ein strukturelles Kennzei-
chen zum Vorschein, d.i. die Beziehung, nicht dieselben Nachbarn zu haben. Umgekehrt
lassen sich zwei Knoten mit derselben Nachbarschaft, d.s. genau jene, welche die refle-
xive Aussage ,Vz(Axz = Ayz)‘ auch irreflexiv erfiillen, nicht einmal schwach voneinander
unterscheiden, was auf die Knoten ¢ und b in G; desgleichen wie auf die Knoten ¢ und

d in dem folgenden Graphen zutrifft:

d c
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Das Verhéaltnis zweier Knoten mit derselben Nachbarschaft ist zu den tibrigen Kompo-
nenten des Graphen gerade aufgrund der nachbarschaftlichen Ubereinstimmung allseits
genau das gleiche; sie unterscheiden sich daher strukturell in keiner Hinsicht.

Von hier aus wird indes ersichtlich, wie sich fehlende Unterscheidbarkeit verschiedener
Knoten doch noch an der Existenz eines Homomorphismus bestimmter Art festmachen
lasst. Denn die Abbildung, welche die Knoten a und b von G5 auf die Knoten a und b
von (G3 sowie ¢ und d zusammen auf ¢ abbildet, erhélt die Struktur des Ausgangsgraphen
insofern, als die Kanten des Zielgraphen genau jene Knoten verbinden, deren Urbilder
in dem Ausgangsgraphen ebenfalls verbunden sind. Es ldsst sich nun unschwer beweisen,
dass fiir jedes irreflexive Paar ununterscheidbarer Knoten eine surjektive und in dem eben
spezifizierten Sinne strukturerhaltende Abbildung auf einen anderen Graphen existiert,
und dass umgekehrt zwei Knoten, fiir die, wie man sagen konnte, eine homomorphe

Reduktion existiert, nicht schwach unterscheidbar sind.!3?

§28 Recht besehen lédsst sich der Automorphismusbegriff allein aus der angedeute-
ten Betrachtungsweise, gleichsam ,,von oben“, sinnvoll auf Graphen anwenden; denn die
Anwendung einer automorphen Operation auf einen Graphen verdndert an ihm nichts;
es andert lediglich die Beschriftung der Knoten. (Mit Wittgenstein liesse sich vielleicht
sagen, Automorphismen auf Graphen seien tiberhaupt keine Operationen, da sie keinen

Unterschied der Formen zum Ausdruck brichten.!33)

Es wird so getan, als behielten die
Knoten iiber die vermeintliche Vertauschung hinweg eine ihnen je eigene Identitét bei,
wo doch strukturelle Spezifizierbarkeit nur in asymmetrischen Systemen allen Gliedern
zukommt. Anders verhélt sich in dieser Hinsicht das zuletzt angegebene Kennzeichen fiir
das Fehlen von Unterscheidbarkeit, zumal es ein Verhaltnis anzeigt, das, losgelost von
unseren Beschriftungen und hypothetischen Annahmen, zwischen strukturverwandten
Systemen besteht. Die Eigenart der Verwandtschaft zwischen einem Graphen und seiner
homomorphen Reduktion — die eben gerade keine strukturelle Gleichheit!'3* ist — weist
dies Kennzeichen letztlich als die mathematische Fassung jener Intuition aus, der wir
sowohl bei Frege wie auch in der Legende aus Nicda begegnet sind, wonach ununter-
scheidbare Gegenstédnde zu einem, in sich verschrénkten und nach aussen hin nunmehr

als Einheit erscheinenden Ding verschmelzen.

132Fin Beweis findet sich ebenso wie die prizisere Definition eines Begriffs der homomorphen Reduktion
im Anhang.

133vgl. LPA, 5.24f.

131Da es sich bei Reduktionen nie um Isomorphismen handelt, sind Ausgangs- und Zielsysteme nicht
elementar dquivalent, was sich in dem angefiihrten Beispiel u.a. daran ersehen ldsst, dass G2 im
Gegensatz zu G5, wo die Kante zwischen ¢ und d fehlt, die globale Eigenschaft der Vollstdndigkeit
besitzt.
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Am klarsten scheint mir Thomas von Aquin den Zusammenhang von Zahlbarkeit und
homomorpher Reduktion erkannt zu haben; jedenfalls wusste er ihn bei der Verteidigung

seiner Trinitétslehre gegen die — sich auf die (der Legende nach unzihlbaren) nicénischen
Kirchenvéter berufenden — Griechen zweckdienlich zu nutzen:°

Respondeo dicendum quod necesse est dicere Spiritum sanctum a Filio esse. Si enim non esset ab eo,
nullo modo posset ab eo personaliter distingui. Quod ex supra dictis patet. Non enim est possibile
dicere quod secundum aliquid absolutum divinae personae ab invicem distinguantur; quia sequeretur
quod non esset trium una essentia. Quidquid enim in divinis absolute dicitur ad unitatem essentiae
pertinet. Relinquitur ergo quod solum relationibus divinae personae ab invicem distinguantur. Re-
lationes autem personas distinguere non possunt, nisi secundum quod sunt oppositae. Quod ex hoc
patet quia Pater habet duas relationes, quarum una refertur ad Filium, et alia ad Spiritum sanc-
tum: quae tamen, quia non sunt oppositae, non constituunt duas personas, sed ad unam tantum
personam Patris pertinent. Si autem in Filio et Spiritu sancto non esset invenire nisi duas relationes,
quibus uterque refertur ad Patrem, illae relationes non essent ad invicem oppositae; sicut neque
duae relationes, quibus Pater refertur ad illos. Unde, sicut persona Patris est una; ita sequeretur
quod persona Filii et Spiritus sancti esset una, habens duas relationes oppositas duabus relationibus
Patris. Hoc autem est haereticum, cum tollat fidem Trinitatis. Oportet ergo quod Filius et Spiritus
sanctus ad invicem referantur oppositis relationibus. Non autem possunt esse in divinis aliae rela-
tiones oppositae, nisi relationes originis, ut supra probatum est. Oppositae autem relationes originis
accipiuntur secundum principium, et secundum quod est a principio. Relinquitur ergo quod necesse
est dicere, vel Filium esse a Spiritu sancto, quod nullus dicit, vel Spiritum sanctum esse a Filio, quod

nos confitemur. Et huic quidem consonat ratio processionis utriusque.

Sehen wir von der aristotelischen Doktrin, wonach Relationen stets im Paar mit ihrer
Umkehrung auftreten, ab, um nur auf die Relation ,a x procedit y‘ zu achten, erweist

sich die Erkenntnis, dass im Hinblick auf die drei Graphen
P P
PO—————OF/Ss

F Ss F Ss

eine homomorphe Reduktion von dem linken, nicht aber von dem rechten, auf den mitt-
leren existiert, als das Element, worauf im Grunde das Herzstiick seiner Argumentation
ruht.

135 Summa Theologica 1, q. xxxvi, a. ii.
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Anhang

Die folgenden Definitionen und Sétze handeln nur von einfachen, ungerichteten Graphen.
Die Knotenmenge eines Graphen G wird mit ,V(G)‘, seine Kantenmenge mit ,F(G)‘ und
die Anzahl einer Menge M mit ,|M|* bezeichnet.

Definition 1. Eine Bijektion a : V(G) — V(G) ist ein Automorphismus von G, falls
jedes Knotenpaar {z,y} genau dann in F(G) ist, wenn auch {a(z),a(y)} in E(G) ist.

Definition 2. Seien G und G* zwei Graphen mit |V (G*)| = |V (G) — 1]. Eine surjektive
Abbildung p : V(G) — V(G¥) ist eine homomorphe Reduktion von G auf G*, falls jedes
Knotenpaar {z,y} genau dann in E(G) ist, wenn {p(x), p(y)} in E(G*) ist.

Satz 1. Zwei Knoten a und b eines Graphen G sind in Lg genau dann nicht stark

unterscheidbar, wenn ein Automorphismus 7 von G existiert, sodass 7(a) = b.
Beweis.

<= Seien u,v zwei Knoten eines Graphen G, fir die ein Automorphismus « : V(G) — V(G)
mit a(u) = v existiert. Da jeder Automorphismus ein Isomorphismus ist, folgt aus dem wohl-
bekannten Isomorphielemma'®® fiir jede Aussage ,¢* in Lo: G F plu] gdw. G E ¢[a(u)], d.i.
G F ¢[v]. Somit sind v und v in L¢ nicht stark unterscheidbar.

= Da nur endliche Graphen betrachtet werden, ist die Knotenmenge stets von der Form
V(G) := {v1,...,vn} fir ein n € N. Definiere fiir jeden Knoten die Indexmengen I, := {j €
N|j>k& {vi,v;} € B(G)}und I, := {j €N|j >k & {vk,v;} ¢ E(G)}. Darauf aufbauend

137

kann nun in £5°" eine Aussage ,1‘ formuliert werden, welche die Struktur von G vollstdndig

beschreibt; definiere hierzu

n—1 n—1 n—1
Wb :_( /\ /\ T 7& :C]'> A (/\ /\ A;cth) A (/\ /\ ~A$il’j7’>.138
i=1 jiely,

i=1 i<j<n i=1 j;ely,

Offensichtlich gilt G E 9[v1, ..., vn]. Entsprechend ldsst sich fiir jedes v; eine Aussage in einer
freien Variablen definieren, die alle (auf der ersten Stufe formulierbaren) strukturellen Merk-
male von v; umfasst:

qu‘, = 3.131, ey Lj—1y Lj41y ey T ZZ)

Offensichtlich gilt G E 1)y, [v;] fiir alle ¢ € {1,...,n}.

136ygl. Ebbinghaus u.a. (2007, S.42f).

137Hier wie auch beim zweiten Satz erfolgen die Beweise gewohnheitshalber in der Sprache £5, die durch
Hinzunahme des Identitdtszeichens in seiner iiblichen Interpretation aus L hervorgeht. Die beiden
Beweise liessen sich indes problemlos und ganz &hnlich auch in Bezug auf L& bei Wittgensteinscher
Lesart der gebundenen Variablen fithren.

138 Anstelle von ,A‘ wurde im zweiten Abschnitt der Arbeit das platzsparende ,.
junktion verwendet.

¢

als Zeichen der Kon-
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Seien nun u,v zwei in L nicht stark unterscheidbare Knoten eines Graphen G der Ordnung
n. Dann gibt es in £ keine offene Aussage in einer freien Variablen, die von w erfiillt wiirde,
von v aber nicht. Insbesondere gilt also G F ¢ [v].
Da u,v € V(G) gibt es zwei Indizes k,l € {1,...,n}, sodass u = vy und v = v;. Aus G E
Y[v, ..., vn] folgt, dass ,i)¢ von jeder Variablenbelegung 8 mit 8(x;) = v, fiir jedes i € {1, ...,n},
wahr gemacht wird.'®® Aus Gk 1), [v;] wiederum folgt, dass es eine Belegung v mit y(xx) = v;
gibt, die ,1)¢ wahr macht. Es kann nun ein Automorphismus o : V(G) — V(G) mit o(u) = v
konstruiert werden; definiere hierzu

g:=7o0 st
Es bleibt noch nachzuweisen, dass o die ihm zugeschriebenen Eigenschaften besitzt.
Damit eine Belegung ,3* wahr machen kann, muss sie beziiglich der Variablenmenge {z1, ..., x» }
bijektiv sein; andernfalls kénnte sie /\:.:11 A <j<n Ti # @; nicht erfiillen. Also ist o offensicht-
lich bijektiv. Ebenso offensichtlich gilt

o(ve) =70 B k) = y(zx) = ui.

Bliebe noch die Homomorphie zu zeigen. Sei {v;,v;} € E(G), wobei oBdA angenommen
wird, dass ¢ < j. Aus der Konstruktion der Aussage ,¢° ist klar, dass ,Az;x;‘ als ein Glied
der Konjunktion in ihr enthalten ist. Da ,3‘ von v wahr gemacht wird, gilt insbesondere
G F Aly(x;),v(x;)]. Nun ist aber y(z; ;) = o(vs;). Also auch G E Alo(vi), o(v;)], woraus
schliesslich folgt, dass {o(v;),0(v;)} € E(G).

Seien v;,v; € V(G). Da o Element der symmetrischen Gruppe S, ist, gibt es zwei natiirliche
Zahlen m;, mj, sodass 0™ (v; ;) = v;,;. Fir m := kgV (m;, m;) gilt insbesondere ¢™ (v;,;) =
v;,5. Wenn nun {o(v;),0(v;)} € E(G), dann auch {c™(v;),c™(v;)} € E(G).

0

Satz 2. Zwei Knoten a und b eines Graphen G sind in L5 genau dann nicht moderat
unterscheidbar, wenn ein Automorphismus 7 von G existiert, sodass 7(a) = b und 7(b) =

a.
Beweis.

< Seien u,v zwei Knoten eines Graphen G, fiir die ein Automorphismus « : V(G) — V(G) mit
a(u) = v und a(v) = u existiert. Wiederum aus dem Isomorphielemma folgt fiir jede Aussage
' in La: G E plu,v] gdw. G F pla(u), a(v)], d.i. G F p[v, u]. Somit sind v und v in L nicht

moderat unterscheidbar.
= Es sei ,1¢ definiert wie zuvor; definiere nun zudem fir 1 <i < j < n
1/11,1.71,_7» = 3:111, ey Li—1, L1y ooy Lj—1, Lj41,5 -0y T 1/)

Offensichtlich gilt G F 9y, o, [v;,v;] fir alle i < j € {1,...,n}.

139\Welchen Werteverlauf 3 fiir Variablen x, mit m > n annimmt, ist hier irrelevant, weshalb ohne
Bedenken von der Belegung § gesprochen werden kann.
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Seien u, v zwei in L nicht moderat unterscheidbare Knoten eines Graphen G der Ordnung n.
Dann gibt es in L5 keine offene Aussage in zwei freien Variablen, die von (u,v) erfullt wiirde,

von (v,u) aber nicht. Insbesondere gilt also G F .., [v, u].

Wiederum gibt es zwei Indizes k,1 € {1,...,n}, sodass u = vx und v = v;, wobei oBdA ange-
nommen wird, dass k < [. Es existiert eine Variablenbelegung 3 mit denselben Eigenschaften
wie zuvor und aus G E ., o, [v1, vk folgt diesmal, dass es eine Belegung vy mit y(zy) = v; und
~v(z:) = v gibt, die ,3* wahr macht. Die Abbildung o :=yo B~ ist, wie sich analog zu vorhin

nachweisen liesse, wiederum ein Automorphismus von G, diesmal mit o(u) = v und o(v) = u.

O]

Satz 3. Zwei Knoten a und b eines Graphen G sind in L5 genau dann nicht schwach
unterscheidbar, wenn ein Automorphismus 7 von G existiert, sodass w(a) = b, 7(b) = a

und 7(z) = z fiir alle anderen Knoten, sowie {a, b} nicht in E(G) ist.

Beweis. Zuerst wird ein Lemma bewiesen, das sich fiir den anschliessenden Beweis des Satzes

als niitzlich erweisen wird.

Lemma. Zwei Knoten a und b eines Graphen G sind in L¢ genau dann nicht schwach unter-

scheidbar, wenn sie die Aussage ,Vz(Azz = Ayz)* irreflexiv erfiillen.

Beweis. Definiere ¢ := Vz(Azz = Ayz).

= Wenn G ¥ ¢la,b], dann G F ~pla,b]. Da ,~¢¢ irreflexiv ist, gilt, dass wenn ¢
nicht von {a, b} erfiillt wird, a und b in L schwach unterscheidbar sind.

< Die Definition eines neuen Zeichens ,=*

in Lg durch ,p, d.i. x=y = pzy, ent-
spricht dem, was Quine die Definition der Identitidt «by exhaustion of atomic con-
texts» nennt(; man beachte, dass die Argumentstellen von ,A‘ ungeordnet sind). Dem
so definierten Relationszeichen kommen die iiblichen Eigenschaften der Identitit zu,
insbesondere die Substitutivitit.'*® Wenn also G F ¢[a, b], dann gilt fiir jede Aussage
, X' in L& und in zwei freien Variablen: G E x|[a, b] D x[a, a], d.h. a und b sind nicht

schwach unterscheidbar.

O

= Es sei m der Automorphismus von G mit den vorgegebenen Eigenschaften in Bezug auf zwei
nicht benachbarte Knoten u, v von G. Offensichtlich gilt fiir einen beliebigen dritten Knoten w
von G: {u,w} € E(G) gdw. {n(u),n(w)} € E(G), d.i. {v,w} € E(G). Also erfillt {u,v} die
Aussage ,Vz(Azz = Ayz)¢, woraus nach dem Lemma folgt, dass u und v in L nicht schwach

unterscheidbar sind.

10vg], Quine (1969b, S.13f), von wo auch die zitierte Stelle stammt. Quine beweist dies (in groben
Ziigen) fur den Fall einer Sprache, deren Signatur nur ein einziges zweistelliges Pradikat enthélt.
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=

Seien u, v zwei in Lg nicht schwach unterscheidbare Knoten eines Graphen G und die Ab-
bildung o : V(G) — V(G) wie folgt definiert:

u falls z = v;
alz) :==<Q v falls z =u;

xr sonst.

Nach dem Lemma folgt, dass {u,v} die Aussage ,Vz(Azz = Ayz)* erfiillt, d. h. u,v teilen sich

dieselbe Nachbarschaft. Insbesondere sind u,v, da G einfach ist, nicht benachbart.

Offensichtlich handelt es sich bei der Abbildung o um eine Bijektion auf V(G). Sei {¢,d} €
E(G). Fur den Fall, dass ¢,d € V(G) \ {u, v}, ist {a(c), a(d)}={c, d}; fiir den Fall, dass oBdA
c=uund d € V(G)\{u, v}, ist {a(c),a(d)} = {v,d} und, da u und v alle Nachbarn gemeinsam
haben, eine Kante von G.

Seien ¢,d € V(G) mit {a(c), a(d)} € E(G). Es ist klar, dass {c,d} # {u,v}, und dass {c,d} €
E(G), falls ¢,d € V(G) \ {u,v}. Es sei also o0BdA ¢c=u und d € V(G) \ {u,v}. Da aber
{v,d} € E(G) ist auch {u,d} € E(G). Bei der Abbildung a handelt es sich also um einen

Automorphismus von G.

O

Satz 4. Zwei Knoten a und b eines Graphen G sind in L& genau dann nicht schwach

unterscheidbar, wenn ein Graph G* mit |[V(G*)| = |V(G) — 1| und eine homomorphe

Reduktion p von G auf G* existieren, sodass p(a) = p(b).

Beweis.

=

Es sei p eine homomorphe Abbildung von G auf G* mit den vorgegebenen Eigenschaften in
Bezug auf zwei Knoten u,v von G. Ware {u,v} € E(G), wire {p(u), p(v)} und mit ihr auch
{p(u), p(u)} eine Kante von G*. Aufgrund der Homomorphie von p wire dann aber {u,u} €

E(G), was der Einfachheit von G widerspriche. Also sind v und v in G nicht benachbart.

Definiere die Abbildung a : V(G) — V(G) wie im vorangegangenen Beweis und sei {c,d} €
E(G). Der Nachweis der Homomorphie von « ist oBdA allein fir den Fall, dass ¢=wu und
d € V(G) \ {u,v}, zu fihren. Aus der Homomorphie von p folgt, dass {p(u),p(d)} und, da
p(u)=p(v), also {p(v), p(d)} eine Kante von G* ist. Wiederum aus der Homomorphie von p
folgt, dass {v,d} und also {a(u), a(d)} eine Kante von G ist. Der zweite Teil des Nachweises
folgt dem ersten in umgekehrter Richtung. Bei der Abbildung a handelt es sich also um einen
Automorphismus von G. Aus dem vorangegangenen Satz folgt nun, dass u und v in L¢ nicht

schwach unterscheidbar sind.

Seien u, v zwei in L nicht schwach unterscheidbare — und damit nicht benachbarte — Knoten
eines Graphen G. Definiere die Knotenmenge des Graphen G* durch V(G)\ {u, v}U{w} fiir ein
beliebiges w, das nicht in V(G) \ {u, v} ist. Offensichtlich gilt |V (G*)| = |V (G) — 1|. Definiere
weiter E(G™) durch

(B \{{z,y} € E(G) | z=uVaz=v}) U {{w,z} | {u,z} € E(G) V{v,z} € E(G)}.
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Definiere p : V(G) = V(G*) wie folgt:

w falls © = u;
p(x) =< w falls z=v;

x  sonst.

Die Abbildung p ist offensichtlich surjektiv; dass sie auch homomorph ist, kann der Definition

von E(G™) unschwer entnommen werden.
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